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Kort vooraf 


Tijdens de terugreis van de studiedag 

van de NVvW lijkt het net alsof de eerste 
winkeliers die middag hun kerstverlichting 
van stal hebben gehaald, ineens zie je ze 
overal, herken je dat? Of lijkt dat maar zo, 
omdat je zelf al zoveel lichtpuntjes zag op 
deze weer zeer geslaagde dag? 

Het was in ieder geval een dag vol 
veranderingen. Swier Garst hield zijn 
laatste jaarrede als voorzitter en hoewel 
de nieuwe voorzitter pas later werd 


HET FIZIER GERICHT OP. 
benoemd, wist iedereen eigenlijk al wel 


ROGIER BÛS 
dat Ebrina Smallegange hem op gaat 


VASTGEROEST 40 volgen. Een voorzitter met een kloppend 


vmbo-hart, dat doet recht aan onze 
AB VAN DER ROES grootste tak van sport in het onderwijs. 
Daarnaast treedt Hester Vogels toe 
WERELDWISKUNDEFONDS IN GAMBIA bl) tot het bestuur, rising stars moet je nu 
BARBARA SOMERS eenmaal zo snel mogelijk inlijven’. 

Aan het eind van de dag ging ook 

de compleet vernieuwde website van 
WISKUNDE DIGITAAL 4) de NVvW online, vanuit dit papieren 
LONNEKE BOELS medium wil ik je vooral uitnodigen om 

daar eens uitgebreid voor te gaan zitten. 

44 En zo papier is de Euclides vanaf 
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die dag ook al niet meer: de digitale 
versie heeft het levenslicht gezien. 


PUZZEL 


LIEKE DE ROOI In de vorm van een app die onder de 

WOBIEN DOYER naam NVvW is te vinden in de bekende 
platforms. Je kunt dus nu de Euclides 

GERVICEPAGINA 4b lezen op je tablet of smartphone, met 


directe relevante links én geanimeerde 
GeoGebra afbeeldingen. Het was even 
schakelen toen we te horen kregen dat 
onze vormgever Jeroen Ploeg een andere 
baan had aanvaard. De redactie wenst 
hem veel succes in zijn nieuwe baan en 
we kijken uit naar een mooie samenwer- 
king met zijn opvolger Roland Rutgers. 
Oh ja, tussen al die veranderingen door 
is er hopelijk minstens één gegeven niet 
veranderd: namelijk dat er weer een 
lezenswaardige Euclides verschenen is. 
Om de welverdiende kerstvakantie nog 
wat extra glans en kleur mee te geven. 
De redactie wenst je mooie feestdagen 
toe en een schitterend 2018! 


Tom Goris 
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CREATIEF DRIEDEE : MUOARNAS a 


Velen zijn bekend met de symmetrische patronen op de muren van bijvoorbeeld het 
Alhambra. Maar als je omnooekijkt valt er ook van alles te beleven. De plafonds en 
bogen tussen de vertrekken zijn uitbundig gedecoreerd met mugarnas. Deze nissen 
Zijn kenmerkend voor koepels, bogen, friezen en kapitelen in de islamitische wereld. 
Rogier Bos en Susanne lak laten zien hoe je deze complexe ornamenten toegankelijk 
maakt voor leerlingen. 






Inleiding (2006) doet Sylvia Harmsen verder onderzoek naar 
Dn En mugarnas. Ze beschrijft hoe het ontwerp van mugarnas 

U gebaseerd kan worden op bovenaanzichten, zoals ook 

Nd AN aangetroffen op stenen bij opgravingen, zie figuur 3, 


en in de bekende Topkapi-rol. 
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figuur 1 Mugarnas van de Madrasa Chahar Bagh 


/ 


te Isfahan, Iran 





De 15de-eeuwse wiskundige al-Käsht (ca 13/0 - 1429) 
beschreef en bestudeerde mugarnas in zijn werk Sleutel figuur 3 Stenen plaat gevonden bij Takht—i-Sulayman (lran) en 
tot de rekenkunde (1425). Hij onderscheidde twaalf interpretatie door Harb. Bewerkt van Harb (1978) 

soorten nissen die hij onderverdeelt in twee soorten: 

elementen en 

tussenelementen. Op basis daarvan 


nds LEERLINGEN WEKKEN EEN EEUWENOUDE | oge eer 


een muur en onder- efficiënte manier om 


nen BOUWSTIJL TOT LEVEN MET DE ALLERNIEUWSTE 8 ore Sero en 


Tussenelementen uit de Seljuk- en 
hebb IL-Khanid-period 
maar blijven stabiel HULPMIDDELEN. te digitaliseren. 


zie figuur 4. 





door ze in te klemmen 
tussen twee andere 





nissen. 
figuur 2 Een element en een tussenelement. figuur 4 De Arslanhane Moskee in Ankara en de computerrecon- 
Bewerkt van Harmsen (2006) structie door Harmsen. Bewerkt van Harmsen (2006) 


In haar proefschrift Algorithmic Computer Reconstructions Harmsens analyse van mugarnas vormde de basis voor een 
of Stalactite Vaults - Mugarnas - in Islamic Architecture lesmodule voor het U-lalentprogramma. 
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Het U-Talentprogramma van de Universiteit Utrecht 
organiseert modules van één of twee dagen voor 
leerlingen met veel interesse en motivatie voor 
bêta-vakken. De lesmodule bouwt voort op een eerdere 
workshop ontwikkeld door Saskia van den Hoeven, Bart 
Post en Maartje van der Veen. De mugarnas-module 
geven we bij het U-Talentprogramma in 3 vwo, maar is 
ook prima geschikt voor andere niveaus. 


Hoe ontwerp je met mugarnas? 

In plaats van het beschrijven van een bestaande mugarnas 
is het lesdoel van de module dat leerlingen op basis van 
wiskundige principes een mugarnas ontwerpen. Daarna 
mogen de leerlingen een maquette van hun ontwerp in 
elkaar zetten met 3D-geprinte stukjes. 





figuur 5 Een bouwwerk door derdeklassers van het Goois 
Lyceum. Foto: Jelle Link 


Essentieel aan mugarnas is dat het een vorm van kraag- 
steen of console is. Dit betekent dat elke nis vooruit- 
springt in de constructie. Als gevolg daarvan bevindt geen 
enkele nis zich boven een andere en is dus elke afzonder- 
lijke nis volledig te zien in het bovenaanzicht, zie figuur 6. 





figuur 6 Het bovenaanzicht van een halve mugarnas-koepel door 
derdeklassers van het Oosterlicht College. Foto: Jelmer Dam 


Er zijn twaalf soorten nissen en voor het vervolg is het 
van belang de bovenaanzichten goed te bestuderen. 
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OLD A 


1 vierkant 4 grote vlieger 7 vierkant 10 grote pijlpunt 


(element) (element) (tussenelement) (tussenelement) 
Ze NV ÁN 

2 ruit 5 half vierkant 8 ruit 11 half vierkant 

(element) (element) (tussenelemenyt (tussenelement) 


A A 


9 kleine pijlpunt 12 halve ruit 
(tussenelement) (tussenelement) 


\/ 


3 kleine vlieger 
(element) 


\/ 


6 halve ruit 
(element) 


figuur / Bovenaanzichten van de nissen 


In figuur / en 8 zijn de groene lijnen de muren; de rode 
pijlen wijzen omhoog langs de zijkanten en de zwarte 
lijnen zijn randen aan de voorkanten. In figuur 7 zie je 
links zes elementen en rechts zes tussenelementen. 

We zien twee vierkanten en twee ruiten (zoals in figuur 
3). Maar ook de andere elementen zijn te combineren 
tot ruit of vierkant, zie figuur 8. 


figuur 8 De nissen combineren tot vierkant of ruit 


Daarom richten leerlingen zich als onderdeel van het 
ontwerpproces op betegelingen met ruiten en vierkanten. 
Die ruiten hebben hoeken van 45° en 135°, waardoor ze 
goed te combineren zijn. 





figuur 9 Een betegeling met ruiten en vierkanten als basis van 
een mugarnas-ornament 


Leerlingen classificeren een flinke hoeveelheid symme- 
trische betegelingen en kiezen dan hun favoriet als 
uitgangspunt om tot een driedimensionale koepel te 
verheffen. Dit doen ze door in de betegelingen op een 
juiste manier de muren aan te brengen; een proces dat 
niet altijd in één keer succesvol verloopt. 





figuur 10 Leerlingen proberen op de tegels de muren (in het 
groen) te tekenen. Later onderscheiden ze de afzonderlijke 
tegels door ook de rode pijlen aan te brengen 


Maar als het lukt dan leidt het meestal tot prachtige, 
originele en kleurrijke bouwwerken. Leerlingen hebben 
een sterk gevoel van eigenaarschap over hun ontwerp. 
Ze zien een verrassende toepassing van wiskunde in de 
architectuur. Daarnaast biedt de module een geschied- 
kundige en culturele blik richting het Midden-Oosten. 





- 


figuur 11 Eindresultaat van een dag inspanning: een mugarnas- 
maquette (helft van de koepel) met op de achtergrond het 
ontwerp (van de hele koepel) 


Lesmaterialen 

In eerdere versies van de module waren leerlingen veel 
tijd kwijt met tekenen, plakken en knippen. Wat wiskundig 
uitdagend en inspirerend moest zijn, werd ervaren als 


een knip-en-plakcursus. Daarom zijn we op zoek gegaan 
naar technische hulpmiddelen om het accent weer naar de 
wiskunde en naar het creatieve proces te verschuiven. 


Tegels lasersnijden 

Experimenteren met de betegelingen gaat lastig met 
pen en papier. Als je leerlingen een paar tegeltjes laat 
tekenen en uitknippen, is er zo een kwartier voorbij en 
heb je nog geen fractie van het aantal dat je nodig hebt. 
Je wilt de tegels kunnen schuiven en in elkaar passen en 
papieren tegels schuiven makkelijk over elkaar. Daarom 
hebben we ervoor gekozen om de vierkanten en de 
ruiten voor de betegelingen te lasersnijden uit gekleurd 
plexiglas, zie figuren 9 en 10. Dit gaat snel: je kunt in 
vijf minuten 200 tegeltjes uit 0,25 m? snijden. Het is 
goedkoop: zeker als je beschikt over een lasersnijder. 

Zo niet dan kun je op internet bedrijven vinden die dit 
voor je doen, maar die zijn niet altijd bereid om kleinere 
hoeveelheden te snijden. Een goedkoper alternatief is 
een Fablab bij je in de buurt vinden (zie www.fablab.nl). 
De stukjes lasersnijden is ook duurzaam; de stukjes zijn 
leerling-proof, alhoewel ze wel scherpe puntjes kunnen 
hebben. Tot slot kunnen leerlingen er met een white- 
boardmarker op tekenen en dat later weer uitvegen. Dit 
komt zeer goed van pas bij de ontwerpfase, geïllustreerd 
tn figuur 10, waar leerlingen de muren ontwerpen op een 
vierkant/ruit-betegeling. 

Lasersnijders hebben vaak als input een vectortekening. 
Er zijn online eenvoudige gratis computerprogramma's 

te vinden waarmee je een vectortekening kunt maken, 
bijvoorbeeld Inkscape (https:/linkscape.org). Het principe 
ls erg eenvoudig: de lijnen die je tekent worden gesneden 
met de laser. De vectortekening-bestanden voor de 
vierkanten en ruiten in deze module zijn verkrijgbaar via 
www.fisme.science.uu.nl{jcu/mugqarnas/vierkanten.ai en 
www.fisme.science.uu.nl{jcu/mugqarnas/ruiten.ai 


Elementen 5D-printen 

Ongeveer een jaar geleden kreeg het Teaching & Learning 
Lab van het Freudenthal Instituut een 3D-printer ter 
beschikking gesteld door Ultimaker. De 3D-printer 

biedt gelegenheid onorthodoxe lesmaterialen te creëren. 
Eerder bestond het lesmateriaal uit papieren modellen 
van de elementen van de mugarnas. De 3D-printer biedt 
de mogelijkheid deze te vervangen door plastic, zoals 
Mieke Abels van het Freudenthal Instituut suggereerde. 
De voordelen zijn vergelijkbaar met de voordelen van 

de plexiglas tegels. We hebben de mugarnas-elementen 
gemodelleerd in Finkercad (www.tinkercad.com). Tinkercad 
ls een eenvoudig, intuïtief en gratis online ontwerp- 
programma voor 3D-modellen. Het proces verliep in een 
aantal fasen. Eerst modelleerden we de basisvormen 

van de elementen. Hierbij was de uitdaging een mooie 
glooiing in de boog te krijgen. Daarna volgde de lastigste 
fase, waarin we het verbindingssysteem ontwierpen; eerst 
in de horizontale richting en tot slot de verbindingen in 
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de verticale richting. De uitdaging was om stevige verbin- 
dingen te maken, die toch makkelijk los en vast gemaakt 
konden worden ên niet te veel in het oog sprongen. Een 
3D-printer biedt gelukkig de mogelijkheid om relatief snel 
verschillende prototypes te maken en uit te testen. Een 
voorbeeld van het ontwerpproces van element / is te zien 
tn figuur 12. 


en N ne 









IS 5 5 SS 
Stap 2 horizontale verbinding 
S Ultimaker figuur 14 Mugarnas in het Alhambra in Granada 
Tot slot 
U E Wij zijn gecharmeerd van hoe een eeuwenoude bouwstijl 
Stap 3 verticale verbinding _ Stap 4 printen met juist de allernieuwste hulpmiddelen tot leven kan 
worden gewekt door leerlingen. Uit het mugarnas-project 
figuur 12 Het ontwerpproces van element 7 blijkt dat ontwerpen en creëren een zeer motiverende 
activiteit is voor zowel de onderwijsontwikkelaars als de 
Het Tinkercad bestand met alle twaalf elementen is te leerlingen. 


vinden op https://tinkercad.com/things/Oa2ElIsRnRP 


het ontwerp digitaliseren 

Op de achtergrond in figuur 11 zie je de digitale 

versie van het ontwerp. Dit maken de leerlingen in het 
programma Smart Notebook Express, een programma dat 
ontworpen is voor smartboards. 








figuur 13 Het mugarnasontwerp digitaliseren 


Over de auteurs 


Vanaf de twaalf tegels bovenaan in beeld kunnen oneindig Rogier Bos is sinds september 2016 universitair 


vaak exemplaren worden gesleept en gedraaid naar de docent wiskundedidactiek aan het Freudenthal 

juiste positie. Instituut. Als onderdeel daarvan geeft hij les binnen het 
Het programma is online beschikbaar: http://express. U-talentprogramma. Hiervoor werkte hij zeven en een 
smarttech.com/ en het bestand met de tegels op http:// half jaar op het Christelijk Gymnasium Utrecht. 
www.fisme.science.uu.nl{jcu/mugqarnas/Mugarnas.notebook. E-mailadres: r.d.bos@uu.nl 

Dit bestand is gemaakt met de betaalde versie van de Susanne Tak werkt sinds juli 2017 bij Bol.com. 
software, maar kan geopend worden met de hiervoor Hiervoor werkte zij vier jaar als ontwikkelaar op het 
genoemde gratis toegankelijk online versie. Freudenthal Instituut. E-mailadres: S.W.Tak@uu.nl 
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BERICHTEN UIT HET VMBO 


Suzanne Sjoers 


DYSCALCULIE IN DE WISKUNDELES: VAN WISKUNDEWEER ZIN 


NAAR ZELFVERTROUWEN 


In het protocol Ernstige Reken- Wiskundeproblemen en Dyscalculie (ERWD 2011) is 
vastgelegd welke begeleiding mogelijk en toegestaan Is voor leerlingen met 
dyscalculie in de rekenles. 0 Kunnen ze bijvoorbeeld een aangepaste rekentoets 
maken (ER-toets) en daarbij rekenkaarten gebruiken. Ook het Eindexamnenbesluit vo 
voorziet in een aantal maatregelen voor net afnemen van het eindexamen toegespitst 
op de mogelijkheden van de leerling met dyscaiculie. hoe is dit geregeld voor het vak 
wiskunde? In dit artikel beschrijft Suzanne Sjoers diverse begeleidingsmogelijkheden 


In de wiskundeles. 


Starten met wiskunde 

Voor alle leerlingen, dus ook voor hen met een dyscalcu- 
lieverklaring, is wiskunde in leerjaar 1 en 2 een verplicht 
vak. Doordat het leren rekenen in het basisonderwijs voor 
hen gepaard ging met drempels en tegenslagen, komen 
deze leerlingen met weinig zelfvertrouwen en niet al te 
positieve verwachtingen de wiskundeles binnen. Zoals 

bij Lisa, die met een dyscalculieverklaring op kbl/tl werd 
aangemeld: 


Er zijn bij Lisa tekorten/problemen ten aanzien van 
kennis van rekenbegrippen, het vlot kunnen ophalen 
van informatie uit het geheugen, kennis en gebruik 
van rekenstrategieën. De problemen zijn niet het 
gevolg van omgevingsfactoren, zoals een tekort aan 
onderwijs. Evenmin zijn de problemen het gevolg van 
een tekort aan capaciteiten. 


Bij een leerling als Lisa is een blanco start bij het nieuwe 
vak wiskunde vaak niet mogelijk. Het regelen van maat- 
regelen rondom toetsing (extra tijd) is in zo'n geval pas 
van latere zorg, eerst moet een omgeving gecreëerd 
worden waarin de leerling zich prettig voelt waardoor hij 
zich in staat voelt om te leren. Een omgeving waarin dit 
mogelijk is, kenmerkt zich door de sleutelbegrippen ‘struc- 
tuur’ en voorspelbaarheid’ (Broesder, 2016). Dit geldt 

bij de pedagogische aanpak (geen onverwachte beurten 





figuur 1 Voorbeelden van rekenkaarten 


geven) en bij de didactische aanpak (werken met stappen- 
plannen bij het oplossen van wiskundeopgaven). 


Informeren: wat is dyscalculie? 

Vaak heeft de leerling vanwege het doorlopen van een 
diagnostisch onderzoek naar dyscalculie en het verkrijgen 
van de verklaring, het idee dat er een vonnis over hem is 
uitgesproken: ‘jij kunt niet rekenen. Ze zien niet in dat 
het doel van dit diagnostisch onderzoek juist is om het 
rekenen weer op gang te brengen (Milikowski, 2012). 
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Leerlingen in het voortgezet onderwijs zijn dan gebaat 
bij informatie over dyscalculie en de mogelijkheden en 
onmogelijkheden die daarbij horen. Als docent wiskunde 
heb je de taak uit te leggen dat wiskunde en rekenen 
vakken zijn met overeenkomsten maar vooral veel 
verschillen. Dyscalculie betekent dus niet per definitie 
dat wiskunde niet gaat lukken. Dyscalculie is helaas niet 
alleen een stoornis waar ze in het onderwijs last van 
hebben, ook buiten school lopen ze hier tegenaan. 


Ook in het dagelijks leven ondervindt Lisa hinder van 
de rekenproblemen. Tijdsbesef en rekenen met geld 
zijn lastige dingen. Ouders geven aan dat ze Lisa 
moeten blijven sturen wat betreft de tijdplanning. 

Zij heeft uit zichzelf onvoldoende tijdsbesef. 


Leren omgaan met dyscalculie 

Een valkuil voor ouders en docenten is om deze voor 

de leerling lastige dingen van hem over te nemen. 
Dyscalculie is een probleem waar de leerling zijn leven 
lang last van zal houden, daarom is de leerling juist 
gebaat bij het leren omgaan met het probleem. 

In de wiskundeles kan het helpen om de leerling op zijn 
telefoon of (Pad een 
time-timer te laten 
gebruiken (app: lime 
Timer — Dutch) waar 
in getal én beeld 
zichtbaar is hoeveel 
tijd de leerling 

nog heeft voor het 
maakwerk. Vanuit het 
basisonderwijs zijn leerlingen het klassikaal werken met 
de time-timer gewend, waardoor individueel gebruik in 
het voortgezet onderwijs een logisch vervolg is. 

Om de drempel van primair onderwijs naar voortgezet 
onderwijs te verkleinen, is een zorgvuldige overdracht 

een noodzakelijke voorwaarde. De mentor van Lisa had 
naar aanleiding van het overdrachtsgesprek met de basis- 
school contact gezocht met de ouders van Lisa. Hij kreeg 
toestemming om de dyscalculieverklaring met hande- 
lingsadviezen door te geven aan de docent wiskunde. Bij 
de klassenverdeling werd vervolgens de klas van Lisa 
toebedeeld aan de wiskundedocent die recent zijn master 
Special Educational Needs Rekenspecialist had afgerond. 


Kennis over dyscalculie In de sectie 

Expertise op het gebied van rekenproblemen en dyscal- 
culie in de sectie wiskunde is een duidelijke meerwaarde. 
Niet alleen voor leerlingen met dyscalculie, maar voor 
alle leerlingen is deze expertise van belang. Veel onder- 
wijsaanpassingen zijn niet alleen noodzakelijk voor 
leerlingen met dyscalculie, maar alle leerlingen zijn erbij 
gebaat: 
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Uil ANGST VOOR REACTIES VAN 
KLASGENOTEN, ZAL EEN TIENER PASSENDE pf « 
HULPMIDDELEN VAAK NIET WILLEN GEBRUIKEN. 


— Geef bij iedere instructie een mondelinge uitleg en 
een visuele representatie. 

— Bied leerlingen één oplossingsstrategie aan, 
zo ontstaat er meer structuur in de instructie 
(Ruijssenaars e.a, 2006). Wanneer een leerling bij 
het aanleren van bepaalde vaardigheden meer struc- 
tuur nodig heeft, kun je de opgaven voor de leerling 
opdelen in kleinere subtaken (van Luit e.a, 2012). 

— Geef na de klassikale instructie een verlengde 
instructie voor leerlingen die baat hebben bij deze 
herhaling. Leerlingen zijn deze aanvullende instructie 
gewend vanuit het basisonderwijs. Gebruik hierbij 
waar mogelijk materialen, nog meer visuele repre- 
sentaties, eenvoudigere getallen en controleer of de 
leerlingen de wiskundestof hebben begrepen. 

— Laat leerlingen veel oefenen met de rekenmachine, 
zodat ze daar vaardig in worden. De aandacht van 
de leerling kan dan volledig gericht worden op de 
instructie van de wiskundestof. Zo raakt de leerling 
geen tijd en energie kwijt aan het maken van 
berekeningen. 


Vertalen van begeleidingsadviezen 

Leerlingen die met een dyscalculieverklaring het 
voortgezet onderwijs binnenkomen, hebben een verklaring 
met adviezen die zijn 
gebaseerd op het 
rekenonderwijs in het 
basisonderwijs. Zelfs 
is de verklaring 
minder dan twee jaar 
geleden opgesteld, 
de adviezen voor 

het vak rekenen zijn 
niet een-op-een te vertalen naar het vak wiskunde in het 
voortgezet onderwijs: 


_— 


Lisa mag altijd haar breukendoos en rekenrekje 
gebruiken. 


In het voortgezet onderwijs, is mijn ervaring, wil een 
leerling deze hulpmiddelen niet meer gebruiken omdat ze 
deze als te kinderachtig ervaren. In het boek Het tiener- 
brein (2016) schrijft Jelle Jolles dat tieners sociale accep- 
tatie zeer waardevol vinden en de hersenen van tieners er 
daarom veel energie aan besteden om dit na te streven. 
Uit angst voor reacties van klasgenoten, zal een tiener 
passende hulpmiddelen vaak niet willen gebruiken. Het 
aanbieden van minder kinderachtige hulpmiddelen kan 
er dan voor zorgen dat de leerling toch de noodzakelijke 
hulpmiddelen handig vindt en gebruikt. 

In plaats van een breukendoos of een rekenrekje zijn 
afbeeldingen van breukenstroken of getallenlijnen een 
mogelijkheid. Een nadeel is wel dat een afbeelding 


statisch is, en er dus geen handelingen mee kunnen worden 
uitgevoerd. Het is het onderzoeken waard of de leerling 
inmiddels al wel met een statisch hulpmiddel uit de voeten 
kan. Afbeeldingen als een breukenstrook of getallen- 

lijn werken beter wanneer deze zelf door de leerling zijn 
gemaakt. De leerling kan dan eigen kleuren en woorden 
kiezen bij de afbeelding en bijvoorbeeld kiezen voor een 
horizontale of verticale getallenlijn. Op deze manier zal 

de leerling het hulpmiddel meer als eigen hulpmiddel 
beschouwen en dus vaker gebruiken. Er zijn ook veel kant- 
en-klare afbeeldingen beschikbaar, via www.opzoekboekje- 
wiskunde.nl zijn enkele voorbeelden te vinden. 





figuur 2 Breukenstrook 


Wanneer dit niet voldoet, kan een digitaal hulpmiddel 
wellicht een uitkomst zijn. In de app MathBoard Fractions 
kunnen leerlingen zelf een eenvoudige, visuele voorstel- 
ling creëren bij de breuken die ze tegenkomen. 


Niet alleen op het gebied van hulpmiddelen, ook op 
andere gebieden kan een vertaalslag nodig zijn: 





Pre-teaching is een vorm van ondersteuning die in het 
requliere voortgezet onderwijs moeilijk te realiseren 

ts. Bij een wiskundeles van 50 minuten is voorafgaand 
meestal geen moment mogelijk waarin de wiskundedocent 
de lesstof met de leerling kan doornemen. Ervaring leert 
dat begeleidingsadviezen in een dyscalculieverklaring 
door ouder(s) op school worden gepresenteerd als taken- 
pakket: dit moeten jullie allemaal gaan realiseren voor 
ons kind. Mijn advies hierin is om in gesprek met kind 

en ouder(s) te onderzoeken welke adviezen nog passend 
zijn bij de nieuwe onderwijssituatie en welke gerealiseerd 
kunnen worden op school en welke door de ouder(s) zelf. 
Het doorlezen van de stukjes theorie in het wiskunde- 
boek, voorafgaande aan de wiskundeles (pre-teaching), is 
een vorm van begeleiding die prima door de ouder(s) zelf 
kan worden uitgevoerd op de avond voorafgaand aan de 
wiskundeles. 
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Lelfvertrouwen 

Het is verstandig om alle onderwijsaanpassingen vast 

te leggen op, bijvoorbeeld, een dyscalculiekaart en deze 
regelmatig te evalueren en waar nodig aan te passen. Zo 
krijgt de leerling de hulp die op dat moment nodig is, niet 
meer maar ook niet minder. Naast het doen van onder- 
wijsaanpassingen om de drempels tijdens de wiskundeles 
te kunnen nemen, is het aan te bevelen een beroep te 
doen op de sterke kanten van de leerling en deze waar 
mogelijk te belonen: 





Gelukkig zijn er richtingen binnen het voortgezet onder- 
wijs waarbij leerlingen geen examen hoeven te doen in 
het vak wiskunde. Door de ervaringen die ze met rekenen/ 
wiskunde hebben opgedaan, kiezen de meeste leerlingen 
met dyscalculie ervoor om wiskunde te vermijden bij het 
ontwikkelen van hun talenten. En dat heeft Lisa ook 
gedaan: 
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RUBIKS KUBUS 


Jan van de Craats 
Heleen van der Ree 


Onlangs Is het 50° boekje in de Zebra-reeks uitgekomen, een boekje geheel gewijd aan 
RUDIKS KUDUS. Dat leek ons een mooie aanleiding om ook voor Euciides eens te kijken 
naar deze puzzel. ledereen die vóór 19/0 geboren Is, zal zich de rage in 1983 herin- 
neren. Heleen van der Ree en Jan van de Craats zijn beiden geboren vóór 19/0, maar 


beleefden die rage op twee zeer verschillende manieren. 


Jan kreeg als een van de eerste Nederlanders in 1979 
een kubus in handen, en was volgens zijn vrouw drie 
maanden lang niet bereikbaar. Toen kon hij de kubus 
oplossen en had hij de wiskunde achter de kubus door. 
Heleen kreeg in 1983 haar eerste kubus, kocht een boekje 
met een oplosstrategie en behoorde al snel tot de snelste 
oplossers van haar middelbare school. Wat is er sinds die 
tijd met de kubus gebeurd? Welke leuke wiskunde kun 

je allemaal bedrijven met deze puzzel? Is deze wiskunde 
geschikt voor gebruik in de klas en wat doet de 
hedendaagse jeugd eigenlijk met de kubus? 


43 triljoen posities 

Laten we eerst teruggaan naar 19/9, naar de huiskamer 
van Jan van de Craats, die vellen vol schrijft op zoek 

naar een zo eenvoudig mogelijk oplossingsrecept voor de 
kubus. Toen hij dat uiteindelijk had gevonden, verwerkte 
hij het in een klein boekje dat voor f 7,50 (€ 3,40) te koop 
was in de winkel. Daarin gaf hij niet alleen een oplos- 
methode voor de puzzel, maar ook wat wiskundige achter- 
gronden. Net als het nieuw verschenen zebra-boekje ging 
Jan daarbij in op de achterliggende groepentheorie. 

En passant liet hij zien dat er ruim 43 triljoen (4,3 x 10°) 
posities zijn die je met de kubus kunt draaien. In dat 
aantal ligt ook een indicatie van de moeilijkheid van de 
puzzel, want maar 1 van deze 43 triljoen draaiposities is 
de oplossingspositie met alle zijvlakken in één kleur. 

Het berekenen van het aantal draaiposities is een mooie 
oefening in de combi- 
natoriek. Een kubus 
heeft zes zijvlakken, 
acht hoekpunten en 
twaalf ribben. De zes 
middenblokjes van de 
zijvlakken van Rubiks 
kubus kunnen alleen 
maar draaien om hun 
as; ze komen niet 

van hun plaats. De acht hoekblokjes en de twaalf ribbe- 
blokjes kunnen wél van plaats wisselen: na een paar keer 
lukraak draaien zit de kubus al hopeloos in de war. De 
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EEN BEGINNER KAN IEDERE KUBUS OPLOSSEN 
DOÛR ZEVEN ALGORITMES TE LEREN. 


kunst is om hem dan (liefst zo snel mogelijk) weer schoon 
te draaien. Alle ribbeblokjes hebben twee gekleurde 
zijvlakken, en dus ook twee mogelijke oriëntaties. Bij de 
hoekblokjes is het aantal gekleurde zijvlakken drie, en 
dus zijn er drie oriëntaties mogelijk voor elk hoekblokje. 
Door een beetje te wrikken kun je alle hoekblokjes en 
alle ribbeblokjes los halen. Er blijft dan een assenkruis 
over met aan de uiteinden van elke as twee midden- 
blokjes. Als je de kubus daarna weer in elkaar zet, kun je 
de hoekblokjes op 8! x 3° manieren terug plaatsen en de 
ribbeblokjes op 12! x 2 manieren. Het aantal manieren 
waarop de kubus in elkaar gezet kan worden is dus 


81 x3°x121x212=519.024.039.293.878.272.000 


Maar niet elke lukraak in elkaar gezette kubus kan 
schoongedraaid worden. In feite is de kans dat dit lukt 

1 op 12. Anders gezegd: vanuit de beginstand is het 
aantal door draaien bereikbare posities twaalf keer zo 
klein. Meer hierover staat in het genoemde zebra-boekje. 


Dit betekent dat er 519.024.039.293.878.272.000 


12 
mogelijke draaiposities zijn voor de kubus. 


Dat is ruim 43 triljoen. 


400 miljard jaar draaien 

Een beetje speed-cuber (hierover later meer) doet vijf 
bewegingen per seconde, maar laten we uitgaan van 

het wereldrecord van SeungBeome, dat ligt op tien 
bewegingen per 
seconde. Stel dat 
SeungBeom (Steve) 
acht uur per dag zijn 
kubus draait, hoe 
lang doet hij er dan 
over om 43 triljoen 
posities te draaien? 
In één dag kan 
SeungBeom 8 x 60 
x 60 x 10 = 288.000 posities bereiken. Hij draait zeven 
dagen in de week, dus per week kan hij ruim 2 miljoen 
posities draaien. Per jaar is dit ruim 100 miljoen posities. 
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Dit betekent dat SeungBeom meer dan 400 miljard jaar 
moet draaien om alle posities van de kubus een keer 
gezien te hebben. Geen enkele cuber heeft dus in zijn 
leven alle mogelijke draaiingen van de kubus gezien. 


Wereldrecords 

De grote rage van het kubusdraaien is wel voorbij, 

maar nog altijd hebben veel mensen een fascinatie voor 
deze puzzel. Zo is er een Engelsman, Tony Fisher, die 
het wereldrecord grootste en kleinste kubus heeft. Zijn 
grootste (nog steeds draaibare) kubus heeft ribben van 
1,37 meter en de kleinste kubus heeft ribben van 5,6 mm; 
hiermee heeft hij twee vermeldingen op de Guinness-site 
verdiend. 





figuur 1 De grootste kubus 





figuur 2 De kleinste kubus 


Ook het snelheidsrecord is enorm verbeterd sinds 1983, 
zie figuur 3. 
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Het eerste wereldrecord kubusdraaien stond in 1982 met 
19 seconden op naam van de Duitser Ronald Brinkman. 
Het werd nog datzelfde jaar verbeterd door de Isjecho- 
Slowaak Robert Pergl (17,02 s). Dat bleef tot 2003 in 

de boeken staan. Daarna werd het record keer op keer 
verder omlaag gebracht, de op een na laatste keer op 

20 november 2016, toen de Nederlander Mats Valk het 
wereldrecord terugpakte dat tussen 2013 en 2015 ook 

al op zijn naam had gestaan. Maar helaas voor hem 

werd zijn record op 11 december verbeterd door Feliks 
Zemdegs, die één honderdste van het record van Mats 
afhaalde en het op 4,/3 seconden bracht. Op 2 september 
2017 werd ook dat record weer verbroken door Patrick 
Ponce en op 28 oktober door SeungBeom (Steve) Cho uit 
Korea met een tijd van 4,59 seconden. 

Even terug naar de snelheid van tien draatingen per 
seconde. Wanneer SeungBeom bij zijn wereldrecord van 
4,59 seconden tien draaiingen per seconde zou hebben 
gedraaid, dan zou hij 46 draaiingen hebben gemaakt. 
Maar hoe weet hij precies hoe hij moet draaien? Bij een 
officiële wedstrijd krijg je een door elkaar gedraaide 
kubus voorgeschoteld die je maximaal 15 seconden mag 
bekijken. Daarna moet je beginnen met draaien. Zodra je 
klaar bent, tik je de kubus af op een timer die automatisch 
de tijd rapporteert. In die 15 seconden inspectietijd is het 
niet doenlijk om precies te zien met welke draaiseries je 
de kubus kunt oplossen. Het eerste deel van de oplossing 
zit in het hoofd van de draaier. Daarna is het een kwestie 
van heel snel kijken en heel veel algoritmes uit je hoofd 
kennen. SeungBeom kent meer dan 200 algoritmes uit zijn 
hoofd en hij weet dus op welk moment hij welk algoritme 
moet gebruiken. Een beginner kan tedere kubus oplossen 
door zeven algoritmes te leren. 


God's number 

Naast records op het gebied van snel oplossen zijn er 
ook records te behalen in het oplossen met zo weinig 
mogelijk draaiingen. In 1997 is bewezen dat er in de war 
gedraaide kubusposities bestaan waarvoor er minstens 
20 draaiingen nodig zijn om ze schoon te draaien. En 


EUCLIDES 93 | 3 


in 2010 is met de computer aangetoond dat elke in de 
war gedraaide kubus in maximaal 20 draatingen schoon- 
gedraaid kan worden. Dat aantal van 20 staat bekend als 
God's number! Maar een mens is geen computer. 


Kubuswedstrijden 

De snelheidsrecords die in de boeken komen, moeten 
voldoen aan de regels van de World Cube Association, 
een organisatie die wereldwijd de kubuswedstrijden 
organiseert en requleert. Op een wedstrijd krijgen alle 
deelnemers vijf door elkaar gedraaide kubussen, die ze 
een voor een oplossen. De beste en de slechtste tijd doen 
niet mee en de middelste drie tijden worden gemiddeld tot 
de einduitslag. Omdat iedereen op een wedstrijd dezelfde 
scrambles krijgt, is het een eerlijk systeem. De beste 

tijd, die voor de ranking in de wedstrijd niet mee telt, is 
natuurlijk wel van belang voor het individuele record. In 
Nederland zijn er twintig mensen die ooit onder de 

10 seconden hebben gedraaid. Tijdens de wedstrijden 
wordt er ook met andere puzzels dan de gebruikelijke 

3 x 3 x 3 kubus gedraaid. Zo is er ook een 2 x 2 x 2 
kubus, die veel sneller op te lossen is, want deze heeft 
acht blokjes die elk drie oriëntaties hebben en met 
elkaar van plek kunnen wisselen. Het aantal bereik- 

bare draaiposities bij deze puzzel blijkt slechts + x 7! 

x 3’ = 3.674.160 te zijn. Het Nederlands record is ook 
hier in handen van Mats Valk, met een beste tijd van 
0,56 seconden. Maar de puzzel kan ook ingewikkelder 
worden, zo zijn de mogelijkheden van een 4 x 4 x 4 kubus 
weer veel groter en de oplostijd ook en bij een 5 x 5 x 

5 t/m 7 x 7 x 7 kubus wordt de tijd steeds langer. Robin 
Verstraten heeft een paar jaar geleden voor wiskunde een 
profielwerkstuk geschreven waarin hij onderzoek heeft 
gedaan naar het verband tussen de snelheid van oplossen 
en het aantal mogelijkheden van de kubus. Zijn conclusie 
ls dat de snelheid niet afhangt van het aantal posities, 
maar van het aantal beweegbare blokjes. 

Doet uw leerling voor een profielwerkstuk onderzoek naar 
een aspect van de kubus, de schrijvers van dit artikel 
lezen het graag! 


Noot 

1] Zie https://en.wikipedia.org/wiki/God's_algorithm en 
https://en.wikipedia.org/wiki/Optimal_solutions_ 
for_Rubik%27/s_Cube. 
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Drie vragen 


- Weet je (nog), lezer, waarom het getal 


24 [V7 4 AO oonstrueerbaar is met passer en liniaal? 
\ 1+ 3 


- Weet je dat ene Cusanus in 1450 een benadering voor 7 
heeft gevonden? 

- En weet je dat de theorie voor het wijnroeien (met een 
wijnroede) ook terug te vinden is in de wiskunde van de 
oude Grieken? 

Als je op deze vragen ‘nee hebt geantwoord en het 

antwoord op die vragen wilt weten, dan raad ik je aan 

het bovenvermelde boek aan te schaffen. En als je (ook) 
geïnteresseerd bent in de geschiedenis van de wiskunde, 
dan is het bijna een must. Inderdaad, het is een boek, 
geschreven in het Engels, dat de bekende meetkunde- 
problemen uit de klassieke oudheid behandelt. Maar, 
denk je wellicht, die problemen zijn nu toch wel, na al die 
tijd, voldoende behandeld (uitbehandeld)? Nee, toch niet, 
vinden de auteurs en de uitgever, blijkbaar. Door ‘interac- 
tive geometry software’ (IGS) toe te passen, dus compu- 
terprogramma's als GeoGebra en Cinderella, worden die 
problemen in een moderne onderwijsomgeving geplaatst, 
of ook, zoals de eerste auteur in het voorwoord aangeeft: 
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This book is not intended as a history of mathema- 
tics, nor is it a complete overview of the problems at 
hand, the duplication of the cube, the trisection of an 
angle and the squaring of a circle. Anyone looking 
for new historical insights should consult other books. 
We only put forward our mostly educational view, 
sometimes new, of constructions which have been 
published numerous times before. The history (and 
sometimes mythology) of mathematics is used as an 
introductory story to raise readers’ interest in the 
problem. 


En even verderop: 


We hope that many teachers will use these chapters 
as enrichment material in their classes and enable 
their students to gain a deeper understanding of 
geometry. The use of dynamic geometry software 
packages, enables them to explore geometric relation- 
ships in an educational, enquiry-based fashion. 
Relationships which most likely would have remained 
hidden in a classic pencil and paper approach. 

By focusing on constructions and the use of 
Interactive Geometry Software or IGS for short, the 
reader is confronted with the same problems that 
ancient mathematictans once faced. 


En daarbij benadruk ik dat de behandelde constructies 
onafhankelijk zijn van de gebruikte software, en dat ook 
zonder die software het boek leesbaar blijft. 


Inhoud 

De lees- en lesstof in het boek is opgedeeld in acht 
hoofdstukken. Hoofdstuk 1 bevat een inleiding tot het 
gebruik van IGS, met de nadruk op het begrip ‘meetkun- 
dige plaats en op de toepassing van poolcoördinaten. In 
dat hoofdstuk staan ook al enkele opgaven; dat zijn er 
veertien van de in totaal 150. 

De titels — door mij vertaald — van de andere hoofd- 
stukken (2 tot en met 8) zijn: 

Het ontstaan van de meetkunde, Passer-en- 
lintaalconstructies, Het Delisch probleem, Trisectie van de 
hoek, Kwadratuur van de cirkel, Construeerbare getallen, 
De assepoester van de regelmatige veelhoeken. 

Het boek wordt afgesloten met een negende hoofdstuk 
(Servicepart) waarin uitwerkingen staan van het meren- 
deel van de opgaven, en verder referenties naar negen- 
tien geraadpleegde primaire bronnen en bijna vijf (1) 
paginas met titels van boeken, artikelen en websites met 
verdere literatuur, en ten slotte een, mijns inziens, wel erg 
beknopte index. 

De assepoester van de regelmatige veelhoeken (hoofdstuk 
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8) is volgens de auteurs de regelmatige zevenhoek. Dat 
deze niet met passer en liniaal kan worden geconstrueerd 
wordt in dat hoofdstuk op de gebruikelijke manier, maar 
voornamelijk in opgaven (143 tot en met 150), aangetoond. 
De uitwerkingen daarvan staan, zoals gemeld, in het boek, 
maar ik vind die toch wel uitstijgen boven het niveau dat 
de schrijvers beogen, te weten undergraduate students. 
Datzelfde geldt overigens ook voor de opgaven in het 
eraan voorafgaande hoofdstuk, waarin aan het eind de 
volgende opdracht staat: 


(Exercise 142) Now use the fact that sin 45a = 

sin (5(3(3a))) = sin (3(3(5a))) to show that Van 
Roomen's polynomial (een veelterm van de 45e graad; 
DK — zie figuur 1) is equivalent to expressing sin 45a 
tn terms of x/2 = sin a. 


45x - 3795x’ + 95634x - 1138500 + 7811375 - 34512075x!! 
+ 105306075x* - 232676280x1° + 384942375x!’ - 488494125x'° 
+ 483841800x°! - 378658800x + 236030652x — 117679100x” 
+ 46955700x® - 14945040x®! + 3764565x - 740259x” 
+ 111150x7 - 12300x° + 9451 - 455 + PP = C 
CH2H2H242 











figuur 1 


Maar er staan natuurlijk ook eenvoudige problemen in 
het boek. Ik geef een voorbeeld, zie figuur 2, waarbij ik 
opmerk dat wel bekend is dat de som van de hoeken van 
een driehoek gelijk is aan een gestrekte hoek, maar dat 
het begrip graad in het bewijs niet mag worden gebruikt. 





Q Fig. 3.4 The construction of a 
line parallel to a given one 


Fig. 3.5 Proof of the construction 
of a line paraltel to a given one 














figuur 2 Toon aan dat in Fig. 3.5 hierboven de lijn AC 
evenwijdig is met de lijn DD, 


Maar uit het bovenstaande blijk toch ook dat het niet 
alleen om constructies gaat. Bewijs hoort erbij! 


Wat mij opviel 

Na ontvangst van het bestand — ik kreeg niet de papieren 
versie ter beoordeling, maar het e-book — bladerde ik 
(heet dat eigenlijk wel zo bij een elektronische versie?) 
het boek van begin tot het eind door. Wat mij direct opviel 
was de uitstekende verzorging: niet te grote figuren, 
voldoende wit op de paginas, mooie illustraties (mede ook 
het werk van de tweede auteur), minimaal kleurgebruik. 
En er staan handige links binnen de pagina's naar andere 
delen van de tekst. Ik miste hierbij eigenlijk alleen de 
links naar de uitwerking van de Exercises (om terug te 
gaan vanuit de oplossing naar de oorspronkelijke tekst 
was zon link er wel). En dat de elektronische versie gezet 
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was in een letter met schreef heb ik voor lief genomen. 
Die versie is natuurlijk afgeleid van de gedrukte versie. 
Nu we het toch over de typografie hebben. Wat mij ook 
opviel was de inconsequentie in interpunctie. Niet dat 

ik er echt over val, maar zoals gezegd, het viel op: soms 
staat er achter een item in een opsomming een punt (waar 
ik een puntkomma zou verwachten) en soms staat er niets. 
En ook: soms staat er achter een formule aan het eind van 
een zin een punt en soms ook niet. En die punt staat af 
en toe ook wel op een vreemde plaats (de eerste keer is 
dat op pagina 8, regel 12 vo). 

Ik laat het overigens bij het vermelden van één drukfout 
(hij zette mij even op het verkeerde been). Zie figuur 3 
(een deel van Fig. 1.3 in het boek), waarin het eerste 
voorbeeld staat van een meetkundige plaats. Daarin (zie 
de laatste regel op pagina 6 van het boek) is de lijn L, 
door A evenwijdig met de lijn CD getekend. De teken- 
opdracht luidt dus niet: ‘Draw the straight line AD and 
the straight line /_ parallel to AD and … Dit is trouwens 
een mooi en daarmee ook illustratief voorbeeld van een 
meetkundige plaats van een punt dat snijpunt is van twee 
loodrecht op elkaar staande lijnen, die geen cirkel is.l! 





Li ley 


LES 
SS 











figuur 3 


Conclusie 

Ik vind — met de auteurs — dat het boek gelezen (en 

zo nodig ook bestudeerd) moet worden door tedere 
(aanstaande) wiskundeleraar. Niet alleen om die oude 
problemen zelf te kunnen aanpakken met modern 
tekenmateriaal, maar ook omdat de schrijvers al die 
oude wiskunde zó boeiend hebben weergegeven dat 
wij, docenten, die stof, indien gewenst, weer kunnen 
voorleggen aan onze leerlingen, opdat zij ook geboeid en 
geïnteresseerd kunnen raken. 

Daarbij komt het mij voor dat de klassieke vlakke 
meetkunde niet alleen in het (Nederlandse) voortgezet 
onderwijs, maar ook in vervolgopleidingen een beetje 
buiten het curriculum terecht is gekomen. Dit boek kan 
dat niet veranderen, maar die ‘oude’ wiskunde wordt met 
dit boek in ieder geval opnieuw, en op een vernieuwende 
wijze, onder de aandacht van geïnteresseerden gebracht. 
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Tot slot 


Ik moet bekennen dat mijn antwoord op de tweede vraag, 
die ik aan het begin stelde, ‘nee’ was. 

Maar ik weet nu (en de lezer daarmee nu ook) dat de 
benadering van 7” door kardinaal Cusanus (Nicolaas van 


Cusa, 1401-1464, Duitsland) gelijk is aan AN2700 
2N1575 


il 
2 
0 ja 
De NVvW en het KWG brengen via Epsilon Uitgaven 
wiskundeboeken op de markt. In de Zebra-reeks verscheen 
van dezelfde auteurs het boekje Met passer, liniaal en 
neusislat (Zebra nummer 41), waarin alleen de verdubbe- 
ling van de kubus en de driedeling van de hoek worden 
behandeld. 
De inhoud van dat boekje is geheel terug te vinden in 
het hierboven besproken boek. Dat is niet verwonderlijk, 
omdat die Zebra het uitgangspunt was voor het schrijven 
ervan. 


Noot 


1] Bij figuur 3 zou de volgende opdracht kunnen horen. 
Op een lijn L liggen de punten Aen C. Het punt D 
kgt buiten L. De lijn l, door A is evenwijdig met de 
lijn CD. De lijn l_ door C staat loodrecht op Ll, en 
snijdt die lijn in het punt B. 

Teken de meetkundige plaats van het punt B 
(the tracer) als C het ‘sturende’ punt (the mover) is. 


Over de auteur 

Dick Klingens was van januari 2000 tot augustus 2014 
(eind)redacteur van Euclides. Tot aan zijn pensioen in 
2010 was hij ook actuarieel rekenaar, wiskundeleraar, 
lerarenopleider en schoolleider. Gedurende enkele jaren 
was hij lid van de c]WO-ontwikkelgroep meetkunde voor 
wiskunde B vwo (eindexamen vanaf 2018). 

E-mailadres: dklingens@gmail.com 
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WIS EN WAARACHTIG 


Verkeerde cellulaire automaat 

De vooraanstaande wiskundige John Horton Conway, de 
uitvinder van onder meer de cellulaire automaat Game of 
Life, is afgestudeerd aan de universiteit van Cambridge. 
Dus toen de Britse spoorwegen een nieuw station in 
Cambridge North hadden gepland, leek het een leuk idee 
om patronen van het spel te gebruiken om de buitenkant 
te decoreren. Helaas kozen de architecten in plaats van 
Life de uitvoer van Stephen Wolframs Automaat Rule 30, 
zoals door Corinne Purtill in Quantz (12 juni 2017) wordt 
gerapporteerd: Een eerbetoon van een Brits treinstation 
aan een beroemde wiskundige kreeg alles, behalve 

zijn wiskunde’ omdat blijkbaar de output van Wolframs 
automaat ‘esthetisch aangenamer was. Quantz zocht 
contact met Conway, nu emeritus in Princeton: ‘Dat is 
niet van mij, zet Conway over het patroon. ‘Ik heb invloed 
gehad op Cambridge, maar blijkbaar niet op het nieuwe 
station. Volgens Purtill is Wolfram afgestudeerd aan de 
Universiteit van Oxford... Bron: http://www.ams.org/news/ 
math-in-the-media/09-201/-mediattwo 





figuur1 Stationsgevel 


Vlakvullende vijfhoeken allemaal gevonden 

Heeft u ooit gehoord van Marjorie Rice? Deze 
Amerikaanse huisvrouw vond rond 1975 vier families 
vlakvullende vijfhoeken. Zij werd geïnspireerd door een 
column van Martin Gardner, die in 1975 schreef over het 
betegelen van een vlak met identieke convexe veelhoeken. 
Toen Gardner zijn column schreef leek het erop dat alle 
vormen waarmee je een vlak zonder gaten en overlap 

kunt betegelen bekend waren. Hij had het mis … Behalve 
Rice vonden ook (nog in 1975) Richard James, software- 
engineer van Control Data Corporation en de Duitser Rolf 
Stein (in 1985, toen nog wiskundestudent) nog families. In 
2015 werd een laatste familie gevonden door een drietal 
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Deze rubriek is een impressie van zaken die van belang zijn voor docenten 
wiskunde. Wilt u een wetenswaardigheid geplaatst zien, uw collega's op 
de hoogte brengen van een belangwekkend nieuwsfeit dat u elders heeft 
gelezen of verslag doen van een wiskundige activiteit? Stuur ons uw tekst, 
eventueel met illustratie. De redactie behoudt zich het recht voor bijdragen 
in te korten of niet te plaatsen. Bijdragen naar wisenwaarachtig@nvvw.nl 
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figuur 2 Vlakvullende vijfhoeken 


wiskundigen van de universiteit van Washington Bothell. 
Deze laatste familie, de 15e, is inderdaad de laatste, zo 

ts nu bewezen door Michaël Rao. Hij kwam tot het inzicht 
dat er slechts 3/1 families van vijfhoeken bestaan. Dankzij 
slim programmeerwerk kon Rao de computer laten bepalen 
welke vijfhoeken vlakvullend zijn. Dat waren alleen de 
acht die Gardner destijds al had genoemd plus de zeven 
daarna nog gevonden families. Op de volgende link zijn 

Ln een soort animatie alle families te zien: https://www. 
nrc.nl{nieuws/201//08/25/alle-vlakvullende-vijfhoeken-zi- 
jn-nu-gevonden-1266/023-a15/111/?utm_source= 
NRC&utm _medium=related&utm _campaign=related2 
Bron: NRC, 26 en 2/7 augustus 201/ 


Mysterieuze wiskundesommen in Haarlem 

Er is iets opmerkelijks gaande in de Noord-Hollandse 
stad Haarlem … Overal duiken wiskundesommen op! 
Niks geen ordinaire graffiti maar echte hersenkrakers. 
Zoals op deze foto. De sommen houden menig voorbij- 
ganger bezig en ook online wordt er druk gespeculeerd 
over de cijfers: waar komen ze vandaan? 

Waarom staan ze daar? Wat moet het betekenen? 


Bron: https://froot.nl/posttypelfroot/mysterieuze-wiskunde- 


sommen-in-haarlem-en-meer-vreemde-praktijken-op- 
straat/?utm_source=dlvr.it&utm_medium=twitter 
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figuur3 Wiskundesommen in Haarlem 


Christelijk Gymnasium Utrecht 
wint Wiskundetoernool Nijmegen 


Het 26e wiskundetoernooi van Nijmegen is met overmacht 
gewonnen door het team van het Christelijk Gymnasium 
Utrecht. Anouk Beursgens, Esther Staats, Omri Lyppens, 
David Svejda en Matthijs van der Poel legden de basis 
van hun zege tijdens de estafette in de ochtend. Zij losten 
alle opgaven binnen een uur op, waardoor de estafette 
voortijds werd beëindigd. Nooit eerder vertoond, in 2007 
scoorden het Barlaeus en College Hageveld beide 500 
punten, maar vergat men de estafette voortijds af te 
blazen. Beide teams wonnen destijds niet, doordat het 
Stedelijk Gymnasium Breda het toen veel beter deed in 





figuur4 Het team van het Christelijk Gymnasium Utrecht 


het middaggedeelte. Het team uit Utrecht wist op 

29 september jl. 's middags ook goed te presteren, 
waardoor de winst meer dan verdiend was. Samen met 
het team van het Eindhovens Huygens Lyceum (2e prijs) 
mochten zij eind oktober een lang weekend naar Malta. 
Zie http://www.ru.nl/wiskundetoernooif voor de opgaven, 
de volledige uitslag en veel foto's. 

Bron: http://www.ru.nlfwiskundetoernooil 
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AANKONDIGING KWG 
WINTERS YMPOSIUM 2016 
WISKUNDE TAAL 


Zaterdag, 13 januari 2018, Academiegebouw 
van de Universiteit Utrecht (Domplein) 
Tijd: 10.30 — 16.00 uur 


Wiskunde en taalkunde kennen fascinerende raakvlakken. 
De wiskunde kan ons iets leren over taaluitingen, aan beide 
liggen logische denkpatronen ten grondslag — en natuurlijk 
wordt wiskunde zelf ook gezien als taal! Dat uit zich ook 

tn de schoolprogramma's: van strenge notatieafspraken bij 
wiskunde B tot taalanalyses bij wiskunde C. 


In het Wintersymposium van het Koninklijk Wiskundig 
Genootschap belichten wetenschappers enkele raakvlakken. 
Prof. Rainer Kaenders (Bonn) neemt ons mee in wiskundige 
taalniveaus en het niveau van wiskundige taal. Prof. Frank 
Veltman (UvA) zal ingaan op denkpatronen die aan 
bevooroordeeld taalgebruik ten grondslag liggen. Dr. Benno 
van den Berg (UvA) belicht de taal van de wiskunde vanuit 
zijn achtergrond in de mathematische logica. En drs. Milan 
Lopuhaä (RUN) beantwoordt de vraag waarom wiskundigen 
toch zo goed zijn in taal. En â propos taal: alle voordrachten 
zijn in het Nederlands. 

Het symposium is in de eerste plaats bestemd voor docenten 
wiskunde: van docenten in opleiding tot ervaren docenten. 
Ook voor leerlingen en collega's van andere vakgebieden kan 
het symposium interessant zijn. Alle belangstellenden zijn 
van harte welkom. Zeg het voort! 


Inschrijving 

Het volledige programma, inclusief uitgebreidere beschrij- 
vingen van de lezingen, is te vinden op de website van het 
Koninklijk Wiskundig Genootschap, www.wiskgenoot.nl. 

Op deze website vindt u ook het digitale inschrijfformulier. 
De kosten voor deelname aan het symposium bedragen voor 
KWG-leden € 30, voor niet-leden € 35 en voor leerlingen, 
studenten en standhouders € 15 (dit is een deel van de 
kosten voor de lunch). De bijdrage is inclusief lunch en 
consumpties gedurende de dag. Bij betaling na 29 december 
2017 worden de deelnamekosten met € 5 verhoogd. 

Nadere inlichtingen: Theo van den Bogaart, 
theo.vandenbogaart@hu.nl, telefoon: (06)233/5306. 
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WORTELS VAN DE WISKUNDE 


[. REKENEN MET BREUKEN 


In de rubriek Wortels van de Wiskunde bespreken Desiree van den Bogaart 
en Jeanine Daems, geïnspireerd door het door hen vertaaide gelijknamige 
boek, de mogelijkheden om primaire bronnen te gebruiken In de klas. 


Deze keer: rekenen met breuken. 


Leven broden en tien hongerige dagloners 

Hoe verdeel je zeven broden over tien personen? Wij 

zijn snel geneigd om te zeggen dat iedereen dan 7/10 
brood krijgt. Maar stel je eens even zeven echte broden 
en tien hongerige dagloners voor, die hun werk in natura 
uitbetaald krijgen. Ga je dan alle broden in tien stukken 
snijden en iedereen zeven stukjes geven? Zonde van al 
het snijwerk, en vooral van het brood, want die kleine 
stukjes bederven sneller en het levert veel meer kruimels 
als snijverlies op. Snijd in plaats daarvan eerst vijf broden 
doormidden. Dan krijgt ieder een half brood. De over- 
gebleven twee broden snijd je beide in vijf stukken. Elke 
dagloner gaat dan naar huis met een half plus 1/5 van 
een brood. 

De oude Egyptenaren rekenden zo'n duizend jaar voor 
Christus vrijwel uitsluitend met breuken met teller 1. We 
noemen dat stambreuken. Dat lijkt vanuit ons moderne 
perspectief soms omslachtig en onhandig, maar wanneer 
je het zoals hierboven in een realistische context uit 

die tijd plaatst, is het ineens een stuk begrijpelijker. De 
Babyloniërs, hun tijdgenoten, hadden geen aparte breuk- 
notatie, maar schreven niet-gehele getallen op een manier 
die lijkt op onze kommagetallen. Dat sluit ook aan bij het 
feit dat ze een (zestigtallig) positiestelsel hadden. Je zou 
zelfs kunnen zeggen dat ze daarmee voorliepen op onze 
(ttentallige) Hindoe-Arabische werkwijze, want wij hebben 
eerst een notatie voor breuken ontwikkeld, voordat Stevin 
zijn boek over kommagetallen publiceerde in de zestiende 
eeuw. Meer hierover lees je in Schets 4 van Wortels van 
de wiskunde. 


Andere tijden en werelddelen 

We gaan in dit artikel kijken naar drie oude opgaven 
waarin op verschillende manieren gerekend wordt 

met breuken. De opgaven zijn afkomstig uit de (late) 
Middeleeuwen en daarna, en komen uit verschillende 
werelddelen. Je kunt kiezen of je alle opgaven tegelijk wilt 
gebruiken in een les over breuken, of er een selecteert die 
past bij het leerdoel dat je op dat moment voor ogen hebt 
(of als uitsmijter op vrijdagmiddag het laatste uur). 
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Desiree van den Bogaart 





Lotusbloemen 

We beginnen met een relatief eenvoudig probleem uit 
India. Het is oorspronkelijk geschreven door Bhaskara |l 
in 1150 in zijn werk Lilivati. 


Van een bos lotusbloemen wordt 1/3 aangeboden 
aan de god Shiva, 1/5 aan de god Visnu, 1/6 aan 
de zon en 1/4 aan de godin. De overgebleven zes 
lotusbloemen worden aangeboden aan de goeroe. 
Hoeveel lotusbloemen zitten er in de bos? 
(eigen vertaling van de auteur van citaat in 


Sanz & Gómez) 


De porties zijn prachtige Egyptische stambreuken, maar 
toch doet de oplossing meer denken aan het Babylonische 
rekenen met het getal zestig. Wanneer we de breuken 
gelijknamig maken, komen we tot de conclusie dat de zes 
bloemen die de goeroe krijgt 3/60 deel van het totaal 
moeten zijn. Dus de hele bos bestond uit 120 lotusbloemen. 


Lappen stof 

Het volgende probleem heeft een meer economische 
context, passend bij de bloeiende handelsgeest in het 
Italië van de late Middeleeuwen. Het is geschreven door 
Leonardo van Pisa, ook wel bekend als Fibonacci, in zijn 


boek Liber Abaci uit 1202. 


Een man koopt vier lappen stof voor in totaal 80 
goudstukken. Hij koopt de eerste voor een bepaalde 
prijs en de volgende voor 2/3° van de prijs van de 
eerste. Dan koopt hij de derde voor 3/4° van de prijs 
van de tweede. Ten slotte koopt hij de vierde voor 4/5° 
van de prijs van de derde. 

Gevraagd wordt hoeveel elke lap stof waard is. 

(eigen vertaling van de auteur van citaat in 


Sanz & Gómez) 
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Probeer de invoer van een variabele te vermijden. Stel je 
voor dat je dit in een klas doet die nog niet eerder met 
variabelen heeft gewerkt. Hoe zouden je leerlingen dit 
aanpakken? We zouden kunnen beginnen met een schat- 
ting en die vervolgens bijstellen. Dat wordt de regula falsi 
methode genoemd. Voor meer hierover, zie Schets 9 van 
Wortels van de wiskunde. 

Laten we ook hier weer werken met het getal 60 (de 
Babyloniërs kozen dit niet voor niks als basis, namelijk 
vanwege de deelbaarheid). Stel dat de eerste lap 60 
goudstukken kost. Dan kosten de andere lappen respec- 
tievelijk 40, 30 en 24 goudstukken. De totale waarde 
van de lappen zou dan 154 goudstukken bedragen. Dat 
is bijna het dubbele van wat gezocht wordt. We zullen 
dus 80/154 x 60 moeten doen om de prijs van de eerste 
lap te vinden. Dat geeft helemaal geen mooi antwoord! 
Het is nog leuker om deze denkvraag aan je leerlingen 
te stellen: wat zou dan wel een handig totaal aantal 
goudstukken zijn om de som tot mooie gehele eind- 
antwoorden te brengen? Als je toch de opgave met een 
variabele aanpakt, zie je een patroon in de breuken. 

We nemen even x voor de prijs van de eerste lap stof. 
Dan wordt de vergelijking: x+Sx+s-ixts-d-ix = 80. 
Bij het uitrekenen van de breuk aan de linkerkant, vallen 
tellers en noemers mooi tegen elkaar weg. (Kijk of de 
leerlingen dat patroon opmerken.) Het resultaat wordt: 
Zx = 80. Hieraan is wat makkelijker te zien dat 77 
goudstukken (of een veelvoud daarvan) als totale bedrag 
voor de lappen stof een mooier antwoord oplevert. 








figuur 1 Titelpagina van Jacques Ozanams boek (1694) met 
wiskundige vraagstukken 
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Realistisch of niet? 

Het is natuurlijk de vraag of deze opgave een realistische 
rekenopgave was in die tijd. In de rekenboeken uit deze 
pertode zijn wel meer opgaven opgenomen die onpraktisch 
of onwaarschijnlijk lijken. Marjolein Kool schrijft hierover 
tn haar proefschrift over oude rekenboeken: 


Men kan zich afvragen waarom in de praktische reken- 
boeken, die geschreven zijn voor (aankomende) koop- en 
ambachtslieden en beoefenaars van financiële en adminis- 
tratieve beroepen, onpraktische zaken staan als bereke- 
ningen in geometrische vormen, vraagstukken met onrea- 
listische getallen en vraagstukken die een onwaarschijn- 
lijke situatie beschrijven. De fantasievolle vraagstukken 
zijn kennelijk uit traditie opgenomen. Vraagstukken die 
al eeuwenlang zijn overgeleverd en in allerlei landen 

en culturen voorkomen, hebben hun waarde bewezen en 
verdienen een plaatsje in het rekenboek. Het zijn steeds 
dezelfde eeuwenoude vraagstukken die, al dan niet met 
een kleine variatie, in de verschillende rekenboeken 
terugkeren. Bovendien hebben de onrealistische vraag- 
stukken een recreatieve functie. Ze zijn vaak verpakt in 
vermakelijke verhaaltjes. (Kool, 1999, p. 214) 


Eieren 
Als laatste kijken we naar een Frans recreatief vraagstuk 
uit het einde van de zeventiende eeuw, van Ozanam. 


Een boerin draagt eieren naar een garnizoen, waarbij 
ze langs drie wachtposten komt. Aan de eerste wacht- 
post verkoopt ze de helft van haar eieren, aan de 
tweede verkoopt ze de helft van wat ze dan nog heeft 
plus nog een half ei en aan de derde de helft van wat 
ze dan nog heeft plus een half ei. Wanneer ze op de 
markt aankomt, heeft ze nog drie dozijn eieren over 
die ze kan verkopen. 

Hoe is dit mogelijk zonder een ei te breken? 

(eigen vertaling van de auteur van citaat in 

Sanz & Gómez) 


Bij dit eierenprobleem breek je je hoofd over de halve 
eieren. Maar wanneer je bedenkt dat de helft van een 
hoeveelheid wel eens gebroken eieren zou kunnen 
opleveren en dat je door er een half ei bij te doen juist 
wel op een heel aantal eieren uitkomt, dan wordt het 
mogelijk. Dus bijvoorbeeld: je hebt veertien eieren. 
Daarvan verkoop je de helft aan de eerste wachtpost. Van 
wat je nog overhebt, verkoop je de helft plus nog een half 
ei aan de tweede wachtpost. Dan houd je voor de derde 
wachtpost drie eieren over. 

Nu heb ik hier veertien genomen, maar als ik was 
begonnen met een willekeurig viervoud plus twee, zou ik 
met een heel aantal zijn geëindigd. Ook leuk om dat door 
je leerlingen te laten onderzoeken. 
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Terugrekenend vanaf de drie dozijn overgebleven eieren 
van onze boerin, oftewel 36 eieren, blijkt dat zij moet zijn 
begonnen met 294 stuks. Dat kan een flinke uitsmijter - Sanz Garcia, M.I. & Gómez, B. (2017). Classification 
worden. and resolution of the descriptive historical fraction 
problems. In: Proceedings of the Congress of European 
Research in Mathematics Education, Dublin 2017. 
Online te vinden op 
Noten https://keynote.conference-services.net 
1] Het eierenprobleem doet mogelijk een beetje resources/444/5118/pdf/CERME10_0478.pdf 
denken aan het Arabische raadsel met de 17 
kamelen. Wie dit niet kent, Google even op 
erfenis 17 kamelen’ 
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Soms is het tijd voor iets nieuws. Een master aan de Hogeschool van 
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PAST PREGIES 


Maarten van Hoven 
Marten Klok 
Gerardo Soto y Koelemeijer 


Een verrassend filmpje dat onlangs viral ging. was de aanleiding voor 
Maarten van hoven. Marten Klok en Gerardo Soto y Koelemeijer om op zoek te 
paan naar het wiskundige model dat het verschijnse! beschrijft. En dat lukte, 


op twee totaal verschillende manieren zelfs. 


Inleiding 

Onlangs dook op internet een gifje (http://imgur.com/ 
gkp04Gc) op van een ronddraaiende schijf, waarop een 
recht stokje, dat niet verticaal staat, maar onder een 
bepaalde hoek met het grondvlak en ten opzichte van 

het middelpunt van de schijf is bevestigd. Verticaal op de 
schijf is een rechthoekig scherm geplaatst (links van het 
midden). Het scherm bevat een gat in de vorm van een 
kromme. Als nu de schijf met daarop het stokje ronddraait, 
past het stokje precies door de kromme, wat verrassend is 
aangezien het stokje toch echt recht is. De vraag die rees 
ls, of deze beweging te modelleren is en of we kunnen 
aantonen welke vorm de kromme heeft. In dit artikel 
zullen we twee methoden bespreken om de formule van de 
kromme af te leiden en we laten zien dat deze methoden 
hetzelfde resultaat opleveren. 


Gn 


A 
mem 


figuur 1 
Methode 1 


Om een beeld te krijgen van de situatie, zie figuur 1. Het 
rode stokje is bevestigd op de witte schijf die ronddraait. 
Het stokje past precies door de kromme opening. Om een 
model te maken van deze beweging zullen we een aantal 
variabelen benoemen en enkele aannames maken. 
Allereerst nemen we aan dat de hoogte van het stokje 1 
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ts. Verder noemen we de afstand van de onderkant van het 
stokje tot het middelpunt van de draaiende schijf r. Van 
boven ziet de opstelling er als volgt uit, zie figuur 2. 





scherm 


figuur 2 Bovenaanzicht als het begin van het stokje (links) en 
het eind van het stokje (rechts) het scherm kruisen 


De onderkant en de bovenkant van het stokje, respectie- 
velijk punt D en punt E‚ liggen van bovenaf gezien beide 
op afstand r van het middelpunt. Bij punt Dis de hoogte 
z van het stokje gelijk aan - en de hoogte van het 
stokje bij punt E is gelijk aan % (we nemen dus aan dat 
het midden van het stokje hoogte z = 0 heeft). De hoek 
tussen middelpunt CD, waarbij C het middelpunt van de 
cirkel is, en CE noemen we B, met 0 < B < 7. M is het 
punt waarbij het geprojecteerde stokje zo dicht mogelijk 
bij middelpunt C zit. Laten we verder aannemen dat de 
hoeksnelheid van de draaiende schijf 1 rad/sec is (met de 
klok mee), dus als de onderkant van het stokje op s = 0 
de opening passeert, dan passeert de bovenkant van het 
stokje de opening op s = B. 

De vraag is nu wat de functievoorschriften zijn voor het 
punt dat precies het scherm kruist (we noemen deze x(s) 
en z(s) voor 0 < s < B, waarbij -r < x < 0 

en -h <zS< Wh). 


Begin 

We beginnen als vingeroefening met het berekenen van 
de lengte van de projectie van het stokje op de schijf. 

In figuur 2 is dat DE. De hoeken ZCED en ZCDE zijn 
gelijk, en dus beiden Vn - NB. Toepassen van de sinus- 
regel levert 


DE _ r ___r 
sin(B) sin(/n—%B) cos(hB) 
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DE kan nu geschreven worden als 


__rsin(B) 
_ cos(/2B) 


volgens de verdubbelingsformule van de sinus. 

De minimale afstand r‚ tussen het geprojecteerde stokje 
M en Cis ook eenvoudig te bepalen. Er geldt dat we een 
driehoek kunnen maken met lengtes DE/2, r, en r‚ en met 
hoeken Van, NB en Von - VB. Hieruit volgt eenvoudig dat 
r,= r cos(/26). 

De volgende stap is om de schijf met s graden te draaien; 
het geprojecteerde kruispunt van het scherm met het 
stokje noemen we 5, zie figuur 3. 





= Zrsin(/B) 





figuur 3 


Om DS te berekenen passen we de sinusregel nogmaals 
toe: 


DE r r 


sin(s) _sin(n—s—(Van— B) a cos(s-HB) 
Dit geeft: 





sin(s-/2B)cos(V2B)+cos(s-NB)sin(N2B) 


cos(s-/2B) 


__r sin(s) 


cos(s-/2B) 


“=rtan(s-YB)cos(/B)+r sin(/B) 

Aangezien het stokje recht is, en een hoogteverschil van 1 
overbrugt, geldt dat z(s) (de z-coördinaat van het punt dat 
het scherm kruist) gelijk is aan DS/DE - 


rtan(s-/2B)cos(/2B)+rsin(/2B) 41 _ tan(s-/29) 


2rsin(/B) 2 2 tan(/B) 


We kunnen dit antwoord controleren, we weten immers 
enkele waarden van z(s). Voor s = 0, s= NB en s= B 
hebben we respectievelijk: z = -h, z= O en z= %. Dit 

Ls in overeenstemming met bovenstaande formule. Zoals 
gezegd draait de schijf. We zijn geïnteresseerd in hoe het 
stokje zich door het gat (-r < xX< 0, y= 0, -h <z < Yo) 
beweegt. Vanwege de parametrisatie weten we al hoe z 
verandert door de tijd. xs) kan op een soortgelijke manier 
bepaald worden. Immers, x(s) is gelijk aan minus de afstand 
van middelpunt tot de plaats waar de stok door het scherm 
gaat (SC in figuur 3) van bovenaf gezien. Met de sinus- 
regel, ditmaal op de andere hoek toegepast, volgt direct: 


z(s) = 


— X 


—___Â_= _______ , waaruit volgt dat 
sin(V27-/2B) 


sin(x pan NB) 
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Ei cos(/B) 
/B) 


Hiermee is ons functievoorschrift voor x(s) en z(s) 
compleet. We kunnen nu proberen om de vorm van de 
kromme in het scherm te schrijven als functie van x. Om 
dit te doen bekijken we het gedeelte van s > NB. In dit 
gedeelte is x(s) stijgend, wat eenvoudig te zien is doordat 
1/cos(u) een stijgende functie is voor 0 < u < Von. 

Voor s= NB geldt z(s) = 0 en xls) = -r cos(hop). 

Voor s > Yo geldt, omdat x(s) (strikt) stijgend is, dat deze 
ook inverteerbaar is: 


S= B, arccos(-cos{ 6) f E) 


Substitutie van deze s in z geeft: 


p tael LEIP éne BE 
tan £+arccos/ cos{® 7) 4 tanfarccos/ cos{B) r) 


ZS) == 
B B 
2 tan( 2 tan(®) 
kan dit geschreven worden 


is df 
co (2) —eos(é) —cos{f 


9, sinf 


x(s) = — 
cos(s- 


Omdat tan(arccos(u))= 
als: 


Lede 


Voor s < VB kunnen we een soortgelijke afleiding maken, 
die leidt tot 


) es 
zs) = en 
2 sin(ë) 








(1) 


(2) 


We laten nu zien dat de vorm van de kromme een hyper- 
bool is. Ter herinnering, een curve is een hyperbool als 
deze geschreven kan worden als 


2 2 
Xl [4| =4 
El 
waarbij a en b constanten zijn. In dit geval nemen we 


a= rcos(hpB) en b= % / tan(/B). 
Er geldt dan dat, gebruikmakend van (2), 


5) 


—cos* (NB) 





cdi keen 

a) _cos°(s-%B) \b cos? (/B) 
cos° (VB) 

_eos(s%B) j_ 1 

cos (VB) cos°(s—YB) 


waarmee bewezen is dat de vorm van de kromme 
inderdaad een hyperbool is. Er geldt immers dat 
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In figuur 4 zie je de grafiek waarin z is uitgezet tegen x 
voor B = 2,5. 





kromme voor B = 2,5 
0.5 


0.4 
0.3 
0.2 
0.1 
Z & 
—0.1 
m7: 
—0.3 
—0.4 
-0.5 - 


-1.00 r 
-0.92 r 
-0.83 r 
-0.75 r 
-0.67 r 
-0.58 r 
-0.50 r 
-0.42 r 
-0.33 r 
-0.25 r 
-0.17 r 
-0.08 r 











figuur 4 


Methode 2 


Als we niet geïnteresseerd zijn in de parametrisatie als 
functie van de tijd, kunnen we een verkorte methode 
gebruiken om tot de formule van de hyperbool te komen. 
In figuur 5 staan het bovenaanzicht en zijaanzicht. 





figuur 5 


Hierin is w‚ de op de schijf geprojecteerde afstand tussen 
S en M, en is a de hoek tussen stokje en schijf. 

Uit het bovenaanzicht volgt w(s)° + =x(s)°. 
Het zijaanzicht geeft de volgende vergelijking: 


__z(s) 
ARI tana 





(let hierbij op dat we w{s) en z(s) beide 


positief veronderstellen; voor z(s) < 0, kan een soort- 
gelijke afleiding gemaakt worden). 


Combineren van beide formules geeft: 


EY 
XE 2 En Üe 
tan(o) 


Delen we alle termen door n, dan levert dat een 
hyperboolformule: 


x2 Z i 
en 2 —ÎÁ. 4 
Ee - tin) ( 








Gelijkheid van methode len 2 

Dat de twee methoden equivalent zijn, blijkt als we r, en 
a omschrijven naar ren B. We zullen laten zien dat (3) en 
(4) identiek zijn door aan te tonen dat r cos(/2B) = r‚ en 
hltan(/2B) = r, tan(a). De eerste gelijkheid hadden we als 
tweede berekening al bepaald: 


r,= r cos(/2B). (da) 


De tweede gelijkheid volgt via het plaatje in figuur 6: 





figuur 6 

Uit figuur 6 volgt (de hoogte is 1) dat 
v= rsin(/B), 

zodat 


_Â 1 
tan(o) = Dy = 2rsin(?) (5b) 
2 


We kunnen nu eenvoudig de gelijkheid afleiden: 
B 
4 _ r cos(B) ú 


ta n(8 _2r sin(&) _2r sin(&) 











=fptana, volgens (Sb). 
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UITDAGENDE PROBLEMEN 


Jacques Jansen 


WORD JE GELUKKIGER VAN TRANSFORMEREN? 


Op 13 juni 2017 vond op de Radboud Unwersiteit te Nijmegen de WiskundeDrarooe 201/ 
plaats. De WiskundeDialooe® is een nascholingsdae voor eerste- en tweedegraadsdocenten 
wiskunde. Tijdens deze dag worden docenten bijgepraat over de nieuwste ontwikkelingen 

In het vakgebied wiskunde binnen net voortgezet onderwijs. Dit jaar stond het nieuwe 
examenprogramma wiskunde op havo/vwo centraal. Een verslag van Jacques Jansen. 


De plenaire openingslezing was van Klaas Landsman. Hij 
gooide al meteen de knuppel in het hoenderhok. ‘Om te 
leren bewijzen, heb je niet per se de meetkunde nodig met 
zijn vele axioma's, definities en algemeenheden’, meende 
hij. Als je bewijzen geeft, doe het dan goed’, aldus 
Landsman. Op deze laatste oneliner volgde geen tegen- 
spraak. Hem leek de kansrekening met weinig axiomas 
veel geschikter om te leren bewijzen. U denkt natuurlijk 
ook: de meetkunde is verweven met algebra, zeker histo- 
risch gezien. Kun je die meetkunde zomaar loslaten? In 
de daaropvolgende discussie bleken de meningen hierover 
verdeeld. Rainer Kaenders, werkzaam aan de universiteit 
tn Bonn, sloot de WiskundeDialoog af met de ‘Leon van 
den Broek lezing. Deze lezing maakte veel indruk op mij 
door een andere benadering van de integraal- en 
differentiaalrekening: oppervlakte- en afgeleideberekening 
met behulp van symmetrie. We gaan gebruik maken van 
bekende transformaties. 


Raaklijn en oppervlakte bij een functie meetkundig 
afgeleid 

Oppervlakte berekenen? We denken aan integreren. Hoe 
doen we dat in de les? Eerst bekijken we oppervlaktes bij 





figuur 1 
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een gegeven continue functie. Het gaat om vlakdelen die 
begrensd worden door een deel van die kromme en delen 
van X-as en Y-as. Zie figuur 1 waar een rood vlakdeel 

ts getekend onder een gegeven kromme y = f(x). Bij elk 
punt op het positieve deel van de X-as hoort een opper- 
vlakte van een vlakdeel. Er wordt een oppervlaktefunctie 
bepaald die we noteren met Alx). De hoofdstelling van de 
integraalrekening luidt: f(x) = A'(x). Dit resultaat wordt 
in de meeste schoolboeken bereikt via Riemansommen, 
benaderingen en limieten. 


Kaenders en zijn collega Christoph Kirfel van de univer- 
siteit Bergen in Noorwegen! pleiten nu voor een heel 
andere aanpak: oppervlakteberekening met behulp van 
transformaties zoals horizontale en verticale uitrek- 
kingen, spiegelingen en rotaties. Zij noemen het zelf de 
houthakkersmethode’. We beginnen met de machtsfuncties 
f(x)=X" met n als natuurlijk getal. Voor f(x)=x? =1 

en f(lx)=xl=xis dat meetkundig gezien geen enkel 
probleem. Het gaat ook om vlakdelen die begrensd 
worden door lijnstukken. Gaat u maar na. Het wordt 
lastiger als een vlakdeel deels door een echte kromme, 
niet rechtlijnig dus, wordt begrensd. Toch kunnen we de 





0,5H H 
figuur 2 Parabool y = x 


0,5H H 
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oppervlakte volgens Kaenders en Kirfel exact uitrekenen. 
We starten met f(x)=x? en onderzoeken vlakdelen onder 
de parabool y=x*. We nemen als interval [O, H] waarbij 
H een willekeurig positief reëel getal is. 


Onze aandacht gaat naar het vlakdeel onder de parabool 
op het interval [O, Hl. De hoekpunten van dit vlakdeel zijn 
0, Fen Een we duiden de grootte van de oppervlakte 
aan met A. We beginnen echter met het kleinere blauwe 
vlakdeel op het interval [O, 0,5H] met hoekpunten O, C en 
D. De oppervlakte hiervan noemen we a. We vragen ons af 
of er een verband is tussen de oppervlaktegetallen a en A. 
We vermenigvuldigen vlakdeel OCD met factor 2 ten 
opzichte van de Y-as. We rekken dus uit in horizontale 
richting. De parabool y=x? wordt nu afgebeeld op de 
parabool y(x. 

Punt D wordt afgebeeld op punt G. Vlakdeel OCD wordt 
afgebeeld op vlakdeel OFG. De oppervlakte is tweemaal 
zo groot geworden: Opp(vlakdeel OFG) = Za. 

We vermenigvuldigen vlakdeel OFG met factor 4 ten 
opzichte van de X-as. De parabool y=-Ix* wordt nu 
afgebeeld op de parabool y=x?. Punt G wordt afgebeeld 
op punt E. Vlakdeel OFG wordt afgebeeld op vlakdeel 
OFE. De oppervlakte is viermaal zo groot geworden: 
Opp(vlakdeel OFE) = A= 4 x 2a = 8a. Een verband 
tussen de getallen a en A is gevonden. 

We spiegelen parabool y=x“in de lijn x= 0,5H en 
krijgen parabool y=(H—x)?. Zie figuur 3, links. Er 
geldt: Opp(vlakdeel FCD) = Opp(vlakdeel OCD) = a. 
Opp(vlakdeel DFE) = A - 2a = 8a-2a= ba. 





0,5H H 


figuur 3 


Deze oppervlakte kunnen we ook op een andere manier 
uitrekenen. We kijken dan naar de verschilfunctie 

v(x) = xÌ-(H Xx) =2H-x-HS op [05H, HJ. 

De grafiek is een lijnstuk met eindpunten Cen E. 

De hoogte van punt E is H*. Zie figuur 3, rechts. 
Opp(vlakdeel DFE) = ba = 


Opp(ACFE) = J-SH-H*=}H?. Dus a=AH. 


11 
Dip) 
Opp(vlakdeel OFE) = A = 8a = EH = TH, 


Deze uitkomst herkennen we uit onze bekende integraal 
rekening. 
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Kubische kromme y = x$ 

We volgen eerst dezelfde aanpak als bij de parabool: 
interval [O, H] wordt weer in twee gelijke stukken 
verdeeld. Zie figuur 4, links. Maar nu gebruiken we 

bij het vlakdeel boven [0,5H, H] een andere transfor- 
matie. We roteren over 180° in punt C(0,5H, 0). (Je kunt 
natuurlijk ook, denkend aan de gereedschappen van 
GeoGebra, puntspiegelen in punt C). Deelkromme DE 
wordt afgebeeld op deelkromme DE. Zie figuur 4, rechts. 
Ga maar na dat deze kromme wordt weergegeven door 
y= (x-H)’. Aardig voor de leerlingen om dit resultaat 
te checken of zelf af te leiden. 





figuur 4 


De oppervlakte van het vlakdeel van y = x* op het 
interval [O, HJ is gelijk aan de oppervlakte van het 
gekromde vlakdeel met de hoekpunten 0, D, D en E. Om 
deze oppervlakte te berekenen kunnen we gebruik maken 
van de verschilfunctie v(x) = x* —(x-H)’. Uitgewerkt: 
vx) = H* —3H*-x +3H-x°. We hebben het probleem 
teruggebracht tot die van een tweedegraadsfunctie en 
daar weten we wel raad mee. We kunnen oppervlakten 
van vlakdelen uitrekenen bij de machtsfuncties voor 

n= 0 tot en met n = 2 en mogen van de somregel 
gebruik maken (check!) 

Opp(vlakdeel OFE) = Opp(vlakdeel ODD'E) = 


3.,H DA 1H3 
HS (5-}-3HS 55) +3H-3(5) 


Uitgewerkt: LHS, En dit resultaat herkennen we weer. 


Krommen y = x%, y = X, enzovoort 

De aanpak van y = x* is analoog aan die van y=X?. 
Ga maar na dat de bijbehorende verschilfunctie is: 
vx) (HX) =H 44HÊx-0HE Xx +4Hx} 
op [0,5H, HJ. En verder dat: 

Opp(vlakdeel DFE) = 32a — 2a = 30a = 


je H° (Ey HE)? n° (E)° _3H° 
(pijn [SE OH an 


__A 145 
Dus EET, 


Opp(vlakdeel OHE) = HP = „H en dat herkennen 
we weer. Zie figuur 5. 
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0,5H: € H 
figuur 5 


3 3 


De aanpak van y = x” is analoog aan die vany = Xx”. 
Controleer zelf maar weer. Samengevat: bij machts- 
functies met een even exponent gebruiken we horizontale 
en verticale uitrekkingen, bij machtsfuncties met een 
oneven exponent gebruiken we rotaties. 

De oppervlaktefunctie horend bij y = x” wordt dus 


aangeduid met y = nd zoals we allang weten. 

In de zeventiende eeuw was men van dit resultaat op de 
hoogte. Maar een wiskundige als Fermat had nog niet 
de primitieve gevonden van y = x |. Dit was onder 
andere een van de studieobjecten van de Vlaamse jezuiet 
Gregorius van St. Vincent (1584 — 1667) die met de 


transformatiemethode werkte. 


Geïnspireerd door Leon van den Broek 





figuur 6 Leon van den Broek (1947 — 2013) 
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Rainer Kaenders laat ons weten zeer geïnspireerd te 

zijn door Leon van den Broek, zoals velen. Onderstaand 
stukje, dat ik heb geactualiseerd, maakte veel indruk op 
hem?! De hier volgende methode is maar een van de acht 
verschillende aanpakken van Leon. 





10 11 12 13 14 














figuur 7 


Getekend is hyperbool y = L zie figuur 7. 

Gevraagd wordt om de afgeleide af te leiden. De coördi- 
naten van een willekeurig punt P van de standaard- 
hyperbool worden in verband gebracht met de schuifbalk: 
P(a,—). Bij een gekozen punt P wordt een nieuwe 
orthogonale hyperbool getekend: y = Ea Maar ‘waarom’ 
eigenlijk? We nemen een voorbeeld: a = 3. Punt P wordt 
nu aangeduid met (3, 5). Aan dit punt P wordt de hyper- 


2 
bool y = 8 gekoppeld. Punt A is het snijpunt van deze 


hyperbool met de lijn y = x. Punt A wordt aangeduid met 
(3, 3). Het is een bijzonder punt van de beeldhyperbool. 
Uit symmetrieoverwegingen (x: y = 9) kunnen we stellen 
dat de raaklijn in punt A loodrecht staat op symmetrieas 
y= Xx. De helling in punt Ais dus -1. De hyperbool wordt 
verkregen door de standaardhyperbool y = De vanuit de 


X-as te vermenigvuldigen met de factor a*. 


In dit geval dus de factor 9. Merk op dat punt A het 
beeld is van punt P bij deze vermenigvuldiging. Immers 
UA=9-yYp =9:3=3. De helling in (3, 5)is dus 9 


keer zo klein: B ofwel: > 


In het algemeen geldt: Bij punt P(a, &) van hyperbool 


a 


y= A wordt de hyperbool y = 8 getekend. Denk aan 


de lijnvermenigvuldiging ten opzichte van de X-as met de 
factor a? van de hyperbool y = pe 


Bij het snijpunt A van deze hyperbool met lijn y = x hoort 


het getallenpaar (a, a). Punt A is het beeld van punt P. 
1 


De helling in punt A is -1. De helling in P(a, 5) LS De’ 
Dus de formule van de hellinggraftek van hyperbool 


AE 
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Tot slot 


Kaenders ging in zijn slotlezing nog met andere 
standaardfuncties aan de slag en baseerde zich daarbij op 
het gezamenlijke werk met Kirfel® Hij sprak van school- 
functies, zoals y = L, y=e, y= Inl, y = sin(x) 

en nogmaals 

y= x" ff 


Transformeren veraangenaamt het leven. Ga een half 
uurtje hardlopen of een uurtje wandelen en je merkt 
meestal de verandering, je voelt je beter. Houthakken 
kan ook. Dat laten we over aan Kaenders die tijdens de 
Dialoog liet zien dat het ook binnen de wiskunde werkt. 


Noten 

1] Het programmaoverzicht is te vinden op: 
http:/]www.ru.nl/pucofscience/docenten-management/ 
studiedagen/wiskundedialoog-201// 

(2) Kaenders, R. & Kirfel, C. (maart 2017). Integration by 
Symmetry. Mathematical Gazette, (101)550, 
pp. 99-103. 

(3) Broek, L. van den (1904). De afgeleide van x—1/x 
meetkundig afgeleid. Euclides, 70(1), pp. 7-10. 

[4] Kaenders, R. & Kirfel, C. (2017). 
Flächenbestimmung bei Basisfunktionen 
der Schule mit Elementargeometrie. 
Mathematische Semesterberichte. 
Te raadplegen op: https://link.springer.com/ 
article/10.1007/s00591-017-0191-6. 


Over de auteur 

Jacques Jansen was veertig jaar docent wiskunde. 
Hij is sinds 1Î augustus 2014 met pensioen. 
E-mailadres: jacques.jansen@wxs.nl. 
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KLEINTJE DIDACTIEK 


MEE NIVEAUS 


Lonneke Boels 


In de syllabus van het eindexamenprogramma statis- 
tiek voor havo wiskunde A staat dat leerlingen moeten 
kunnen beoordelen of een variabele van ordinaal 

of nominaal meetniveau is, zie figuur 1. Ook in de 
beschrijving van de subdomeinen en in de begrippen- 
lijst komen alleen deze twee meetniveaus voor. 

Dit leidt tot verschillende problemen. 


Subdomein E1 Presentaties van data interpreteren en beoordelen 
De kandidaat kan data die op diverse manieren zijn gerepresenteerd en/of samengevat 
interpreteren en beoordelen op relevantie in relatie tot een onderzoeksvraag. 


Productieve vaardigheden 
De kandidaat kan 


1. een gegeven onderzoeksopzet of -vraag kritisch beoordelen; 

78 een gegeven presentatie van data kritisch beoordelen in relatie tot het doel 
waartoe deze is gemaakt; 

KN beoordelen of er sprake is van een representatieve en/of aselecte steekproef; 

4, bij een gegeven presentatie van data de begrippen centrum en spreiding 
gebruiken en aangeven of deze zinvol zijn; 

5: beoordelen of een variabele kwalitatief of kwantitatief, discreet of continu, 
ordinaal of nominaal is; 

6. bij een gegeven presentatie van data beoordelen of uitspraken voldoende zijn 
onderbouwd; 

7. uit gegeven presentaties van data of uit samenvattingen relevante informatie 
afleiden. 

figuur 1 


Ten eerste denken sommige leerlingen dat er dus ook 
maar twee meetniveaus bestaan in plaats van vier, zie 
figuur 2. De meetniveaus interval en ratio ontbreken 

in de meeste schoolboeken. Hierdoor lijkt het ten 
onrechte alsof nominaal en ordinaal tegenover discreet 
en continu staan. Het voert te ver om daar in dit artikel 
nog dieper op in te gaan maar het punt is: discreet en 
continu staan niet tegenover nominaal en ordinaal. Het 
zijn gewoon andersoortige zaken. Het is een beetje 
alsof je zegt: je hebt vier soorten landdieren: insecten 
en amfibieën, en mannetjes en vrouwtjes (en daarbij 
bedoel je dan bij de zoogdieren en reptielen). 

Het tweede probleem is dat dit alles niet alleen tot 
verwarring leidt bij leerlingen maar ook bij sommige 
docenten, aangezien een groep docenten de informatie 
uit de schoolboeken haalt en geen tijd (en/of gelegen- 
heid, geld) heeft voor scholing en onvoldoende kennis 
heeft van het onderwerp (want in de opleiding ontbrak 
het onderwerp wellicht). Bronnen op internet geven 
eveneens niet altijd een juist beeld. Het gevolg hiervan 
ls dat een wiskundedocent onlangs aan zijn leerlingen 
vertelde: er zijn vier soorten variabelen: nominale, 
ordinale, discrete en continue. 
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ratio 
interval 
ordinaal 
EC ENG KST 


Categorisch Metrisch 
Kwalitatief Numeriek 
Kwalitatief 


figuur 2 De vier meetniveaus 


Bij een interval meetniveau is er sprake van een schaal 
zonder ‘natuurlijk nulpunt. Denk bijvoorbeeld aan de 
temperatuurschalen Celsius en Fahrenheit die elk een 
ander nulpunt hebben. Het verschil tussen 10 en 20 
graden Celsius is echter wel hetzelfde als tussen 25 

en 39 graden Celsius — vandaar dat het interval meet- 
niveau heet. Bij een ratioschaal is er bovendien sprake 
van gelijke verhoudingen (ratio's), zoals bijvoorbeeld bij 
geld. Een mobiele telefoon van 600 euro is twee keer zo 
duur als een van 300 euro. Dat geldt ook als ik prijzen 
omreken van euro's in Britse ponden. Het nulpunt van 
beide ratioschalen is hetzelfde — ongeacht de munt- 
eenheid. Overigens: in plaats van kwantitatief wordt ook 
wel het begrip metrisch gebruikt en in plaats van kwalita- 
tief ook wel categorisch. 


Het derde probleem is dat het niet de variabele is die het 
meetniveau heeft, maar de manier waarop die gemeten 

of geoperationaliseerd is. In het Nederlands hebben we 
hier eigenlijk geen goede naam voor; in het Engels heet 
dat attribute. In een video met uitleg over meetniveaus 
geeft Paul Drijvers samen met Marcel Voorhoeve het 
voorbeeld van de variabele temperatuur (zie de links 
onderaan dit artikel). Je kunt die kwalitatief meten: warm, 
neutraal, koud (ordinaal meetniveau) of kwantitatief met 
een intervalschaal (Celsius of Fahrenheit) en zelfs kwanti- 
tatief met een ratioschaal. In dat laatste geval gebruik je 
Kelvin waarbij 100 Kelvin tweemaal zoveel energie (door 
molecuulbewegingen) betekent als 50 Kelvin. Je meet- 
eenheid (het attribuut) bepaalt dus het meetniveau en niet 
de variabele. Hier wringt de omschrijving in het examen- 
programma dus. 
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Het vierde probleem is dat een getal niet altijd betekent 
dat er kwantitatief gemeten is. Een bekend voorbeeld 

is de vragenlijst waarbij je het geslacht moet invullen 
(man, vrouw, overig) en de getallen 1, 2 en 3 aan de 
antwoorden worden gekoppeld. Dit is meten op nominaal 
meetniveau. Het zou natuurlijk absurd zijn als hiervan 
het gemiddelde wordt berekend. Datzelfde geldt voor 
vragenlijsten waarbij je kunt kiezen tussen 1, 2, 3, 4 en 

5 (Likertschalen) waarbij 1 staat voor helemaal oneens, 

2 voor beetje oneens, 3 neutraal, 4 beetje mee eens en 5 
helemaal mee eens. Zoals Paul Drijvers aangeeft in zijn 
video, is dit in elk geval een ordinaal meetniveau. Maar 
ts het verschil tussen neutraal en een beetje eens even 
groot als tussen een beetje eens en helemaal eens? Daar 
kun je over discussiëren. Het is dus nog maar de vraag of 
het interval meetniveau is, dus of je wel een gemiddelde 
mag berekenen — hoewel dit wel heel gebruikelijk is bij 
sociale studies (en docentenbeoordelingen!). Er is dus 
nog werk aan de winkel voor de auteurs van schoolboeken 
en examenmakers. En hopelijk leidt dit artikel ook tot 
een aanpassing van de formulering in de syllabus van het 
examen havo wiskunde A. 


Met dank aan Arthur Bakker en Paul Drijvers voor hun 
commentaar op eerdere versies van dit artikel. Eventuele 
onjuistheden komen geheel voor mijn eigen rekening. 


Links 


— Bron met correcte uitleg: http://www.wistag.nl/pagina. 
asp?nummer=1818 

Voorbeeld van gevolg van foutieve interpretatie (met 
uitleg van wat er fout gaat door verkeerd interpre- 
teren meetniveau): https://nickredfern.wordpress. 
com/2011/01/13/bar-chart-or-histogram/ 

Uitleg over meetniveaus: paragraaf 2.2 http://maken. 
wikiwijs.nl/86112/Didactiek van statistiek. Het filmpje 
van het KNMI geeft leuke praktijkvoorbeelden en het 
filmpje van Paul Drijvers en Marcel Voorhoeve legt uit 
hoe het precies zit met de meetniveaus. 
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WISKUNDE ROND 
LABYRINTHEN EN DOOLHOVEN 


Labyrinten 
en doolhoven 





Titel: Labyrinten en doolhoven (zebra 44) 

Auteur: Wim Kleijne 

Uitgever: Epsilon Uitgaven, Amsterdam (2015) 
ISBN: 978-90-5041-148-6 , 52 pagina's (softcover) 
Prijs: € 10,00 


En daarom is er in dit deel van de Zebra-reeks ‘voor 
elck wat wils” te vinden. Met deze zin eindigt de tekst 
op de achterflap van Zebra 44. En met een beetje goede 
wil klopt dat ook. In enkele hoofdstukken komen wat 
cultuurhistorische aspecten aan de orde. Dat varieert 
van het verhaal over het labyrint van koning Minos op 
Kreta tot een twaalftal voorbeelden van labyrinten in een 
aantal landen. Voor de rest draait het in dit boekje om 
de wiskunde die je rondom labyrinten en doolhoven kunt 
bedrijven. Ook die varieert, in onderwerp en in moeilijk- 
heid. Tamelijk eenvoudige topologie en wat verdergaande 
combinatoriek (Catalangetallen). 


Labyrinthen 

Vooral zogenaamde enkelvoudige, alternerende labyrinten 
(EAL) worden bestudeerd. In figuur 1 zie je drie keer het 

Kretalabyrint, twee keer op munten van een paar eeuwen 
voor onze jaartelling en in figuur 2 nog een voorbeeld. 


Rn pe 
Bk íe 
Ep 





figuur 1 Het Kretalabyrint 


Deze twee labyrinten hebben beide diepte 8, maar zijn 
verschillend van structuur, hetgeen duidelijk wordt door 
te kijken naar de zogenaamde niveaurij: 0-3-2-1-4-/-6- 
5-8 voor het Kretalabyrint en 0-3-6-5-4-/-2-1-8 voor het 
andere. Figuur 2 (rechts) maakt voor het Kretalabyrint 
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figuur 2 Een enkelvoudig, alternerend labyrinth (links) en de 
niveaurij (rechts) 


duidelijk hoe diepte en niveaurij worden bepaald: je 
trekt een rechte lijn van het centrum naar buiten die 
het pad zo vaak mogelijk snijdt. De ‘niveaus die je van 
buiten naar binnen nu tegenkomt worden genummerd, te 
beginnen met 0. De niveaus die je nu achtereenvolgens 
tegenkomt bij het doorlopen van het labyrint vormen 
de niveaurij. Het blijkt dat de structuur van een EAL 
volledig wordt vastgelegd door zijn niveaurij. Voor het 
aantal EAL (EÀL's van diepte n) is tot dusver geen 
formule bekend. Wel weten we dat het aantal exponen- 
tieel afhangt van n. Om dit aannemelijk te maken wordt 
in het boekje onder meer een verband gelegd met het 
aantal manieren waarop een strip met 
n— 1 postzegels kan worden gevouwen. En dat kan 
weer worden geteld met de Catalangetallen: 
(2n) 
=voor n > 0. 
jb (n-+1)l-.nl 


Doolhoven 

Hoewel de titel Labyrinten en doolhoven anders sugge- 
reert, komen doolhoven beperkt aan de orde. Natuurlijk 
zijn labyrinten en doolhoven nauw verwant. Een doolhof 
is een gangenstelsel met kruispunten waar je meer dan 
één mogelijkheid hebt om je weg te vervolgen. Figuur 3 
toont een in 1987 aangelegd doolhof bij het kasteel 
van Leeds. Een labyrint heeft geen kruispunten, je kunt 
er eigenlijk niet in dolen. Slechts een klein hoofdstuk 
houdt zich bezig met doolhoven. Hierin komt de bekende 
rechterhandmethode’ aan de orde. Deze heeft echter 
zijn beperkingen, ingebouwde eilanden bereik je er niet 
mee. Met een variant op de draad van Ariadne doorloop 
je wel het gehele doolhof. In hetzelfde hoofdstuk wordt 
ook nog even ingegaan op de structuur van een doolhof. 
Grafentheorie komt hierbij om de hoek kijken. 





figuur 3 Doolhof bij het kasteel van Leeds (Engeland) 
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WISKUNDE EN REKENEN 


Meer plezier en betere resultaten 
In wiskunde en rekenen 


Bettermarks wiskunde is nu beschikbaar voor de gehele onderbouw vmbo, havo en vwo (inclusief 
tto). Bettermarks rekenen is beschikbaar voor de niveaus 2F en 3F en zorgt voor meer motivatie 
in het rekenonderwijs. 


De methodes van Bettermarks combineren de voordelen van digitaal met het aanleren van 
vaardigheden op papier. Individuele oefenopgaven op basis van ontwikkelpunten zorgen ervoor 
dat leerlingen op het juiste niveau komen. Daarnaast heeft de docent inzicht in de voortgang van 
iedere leerling, waardoor Bettermarks uitstekend kan worden ingezet voor formatieve evaluatie. 


Bettermarks onderscheidt zich verder door: 


> Differentiatie - leerlingen hebben met één licentie toegang tot de lesstof van alle niveaus 
> Gerichte feedback - leerlingen worden naar het juiste antwoord begeleid 


> Ondersteuning - persoonlijk contact en support voor docenten 


Ga naar www.bettermarks.nl voor een gratis account en ervaar zelf hoe Bettermarks 
uw leerlingen vooruit helpt in wiskunde en rekenen. 
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Opgaven 

In het boekje zijn 23 opgaven opgenomen, bedoeld om de 
theorte te verduidelijken en toe te passen. Van de meeste 
opgaven staan antwoorden en/of uitwerkingen achterin. 
Daarnaast zijn er zes opdrachten die uitnodigen tot een 
verder onderzoek. Het boekje sluit af met een viertal korte 
bijlagen: topologische afbeeldingen, faculteit en meer, een 
stelling over grafen en relatieve afwijking. 


Tot slot 

Al met al een boekje met wel wat interessante wiskunde. 
Maar toch heb ik er veel moeite mee. Het boekje 

bevat veel slordigheden. Ik noem er maar een paar. Op 
een zeker moment verwijst het boekje naar het ronde 
Kretalabyrint, dat zou in figuur 1 (a) rechts staan. In 
het doolhof in Leeds (figuur 3) zou één eiland met een 
stippellijn zijn aangegeven. Bij het labyrinten tellen 
wordt vermeld dat (a): N(P ) < N(EAL ), waarbij N(P ) 
het aantal zogenaamde primitieve EAL en (B): 

N(P …) 2 BN(P,) voor n even. Vervolgens wordt gecon- 
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cludeerd dat uit (a) zou volgen dat N(P ) op z'n minst 
exponentieel van n afhangt en dat uit (B) volgt dat dan 
ook N(EAL ) op zn minst exponentieel van n afhangt. 

a en B verwisseld? Maar misschien wel het meest slordig 
ts het volgende. Bij de introductie van het begrip enkel- 
voudig alternerend labyrint wordt opgemerkt ‘in figuur 19 
zie je dat het cirkeloppervlak in feite in vier gelijke 
delen, kwadranten, is verdeeld die precies gelijk zijn aan 
elkaar wat betreft het verloop van het pad. Dit labyrint 
noemen we ‘niet enkelvoudig …. In de daaropvolgende 
opgave wordt gevraagd om te onderzoeken welke van de 
labyrinten uit een aantal figuren enkelvoudig zijn. Het 
antwoord luidt enkelvoudig zijn de labyrinten van 

figuur 2, 5, 7, 8 en 9 t/m 20. Jammer. 


Over de auteur 

Ernst Lambeck is docent wiskunde aan het Newmancollege 
te Breda. Daarnaast is hij redacteur van Euclides en 
voorzitter van de Nederlandse Opgavencommissie van 
W4Kangoeroe. E-mailadres: elambeck@newmancollege.nl. 


UITSLAG NEDERLANDSE WISKUNDE OLYMPIADE 2017 EN INSCHRIJVING 2018 


Op vrijdag 10 november werden op de Technische Universiteit Eindhoven de winnaars van de Nederlandse Wiskunde 
Olympiade 2017 bekendgemaakt. De vijf leerlingen (in elk van drie categorieën) die over drie rondes de beste prestatie 
hebben neergezet, ontvingen geldprijzen van 50 tot 250 euro, mogelijk gemaakt door de NVvW. De prijswinnaars en 
natuurlijk ook hun wiskundedocenten mogen erg trots zijn op deze fantastische resultaten. 


Prijswinnaars klas 4 en lager (allemaal uit 4 vwo) 


1 Jippe Hoogeveen 
2 Jovan Gerbscheid 
3 Hanne Snijders 
4 Enrico Zeilmaker 
5 Tjeerd Morsch 


Prijswinnaars klas 5 

1 Matthijs van der Poel 
2 Christel van Diepen 
3 Jonathan Zandee 

4 Richard Wols 

5 Tim Vogels 


Prijswinnaars klas 6 

1 Nils van de Berg 

2 Gabrielle Zwaneveld 
3 Lammert Westdijk 

4 Daan Velthuis 

5 Philippe van Elderen 


Openbaar Lyceum Zeist 

St. Ignatiusgymnasium Amsterdam 
Marnix Gymnasium Rotterdam 

St. Ignatiusgymnasium Amsterdam 
Corderius College Amersfoort 


Christelijk Gymnasium Utrecht 
Stedelijk Gymnasium Nijmegen 
Wartburg College Rotterdam 
CSG Dingstede Meppel 
Pantarijn Wageningen 


Sint Oelbert Gymnasium Oosterhout 
Gymnasium Novum Voorburg 
Stedelijk Gymnasium PJ Leeuwarden 
Bonhoeffer College Enschede 
College Hageveld Heemstede 


finale Dar dir 
46 32 2 
45 33 36 
5 28 24 
31 36 DD 
30 28 22 
finale Ale db: 
50 40 36 
46 24 - 
41 28 24 
40 28 Zal 
34 38 34 
finale Dn {er 
ze 34 (NA 
41 7, 31 
40 28 36 
Sj 55 7 
37 30 - 


Een nieuwe jaargang van de Wiskunde Olympiade start in januari. Elke school kan zelf een geschikte dag en tijd kiezen 
tn de periode van 22 januari t/m 1 februari 2018. Aanmelden kan tot 11 januari 2018. Zie www.wiskundeolympiade.nl 
voor meer informatie. Wie weet behoort volgend jaar wel één van uw leerlingen tot de prijswinnaars! 
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BOVEN VERWACHTING 


Jeroen Spandaw 


Lootjes trekken voor sinterklaas of kerst. hoe vaak gaat dat eigenlijk verkeerd? 
oe groot Is de kans dat niemand het eigen lootje trekt? Jeroen Spandaw vroeg 
zich dat ook af en komt met het antwoord. Vo! verwachting klopt … 


Sinterklaasprobleem 

Sinterklaas is alweer naar huis, maar ook met kerst geeft 
men elkaar cadeautjes. Een groep van tien personen trekt 
daarom lootjes. Hoe groot is de kans dat niemand zijn 
eigen lootje trekt? Een naïeve berekening gaat als volgt. 
De kans dat de i-de persoon zijn eigen lootje trekt is 
1/10. Er zijn tien personen die dit kan overkomen, dus de 
kans dat temand zijn eigen lootje trekt is 10 x 1/10 = 1 
en de kans op Lootjestrekken zonder ongelukken is nul.!? 
Dit is natuurlijk niet correct, want lootjestrekken kan 
gelukkig ook goed gaan. Toch is 10 x 1/10 een goed 
antwoord, maar op een andere interessante vraag. Over 
die vraag gaat de eerste helft van dit artikel. In de tweede 
helft beschrijven we ook het antwoord op de oorspron- 
kelijke vraag naar de kans op ongelukken bij lootjes 
trekken. De berekening is vrij ingewikkeld, hoewel het 
basisidee slechts een 
rechtstreekse uitbrei- 
ding is van de bekende 
somregel P(A U B) = 
P(A) + P(B) — P(A N B) 
naar verenigingen van 
meer dan twee gebeur- 
tenissen. De uitkomst 
van de berekening is 
eenvoudig: de kans dat lootjes trekken in een grote groep 
goed gaat is ongeveer 3/%. Voor groepsgrootten n = 1, 2, 
3, 4, 5 zijn de waarden: 


ik 


dl 11 
PR Sd 


2, —. Voor n > oo convergeert de kans 


0, 0 


naar e}. In dit artikel bekijk ik meestal een groep van 
tien personen, maar uiteraard zijn alle argumenten 
voorbeeldig, dus zonder substantieel denkwerk te genera- 
liseren naar willekeurige aantallen. 


Leve de verwachtingswaarde! 

Het doel van dit artikel is - naast het oplossen van het 
sinterklaaslootjesprobleem en een illustratie van het 
zeefprincipe - vooral om duidelijk te maken dat verwach- 
tingswaarden vaak veel gemakkelijker te berekenen zijn 
dan kansen. 

Neem het verwachte aantal personen in de groep van 
tien dat zijn eigen lootje trekken. Dat aantal, dat we X 
noemen, is een toevalsvartabele. 
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OÛMS IS RET IN WISKUNDIGE BEREKENINGEN 
HANDIGER OM MOOIE EIGENSCHAPPEN IE 
GEBRUIKEN DAN DE DEFINITIE. 


De verwachtingswaarde E(X) is per definitie: E(X) = 1: 
P(X = 1) +2: P(XA=2) +... +10: P(X = 10). Als we 
deze definitie toepassen om de verwachtingswaarde E(X) 
te berekenen, moeten we alle kansen P(X = 1), P(X = 2), 
… P(X = 10) uitrekenen. Gelukkig kan het veel gemak- 
kelijker. 
De truc is om de toevalsvariabelen X,..., X,, te 
bekijken, waarbij X, = 1 als persoon j zichzelf trekt en 
X = 0 als dit niet gebeurt. Zulke toevalsvariabelen die 
alleen de waarden Q en 1 aannemen, worden Bernoulli- 
variabelen genoemd, naar de kansrekeningpionier Jakob 
Bernoulli (1654 — 1705). 
De verwachtingswaarde van zo’n Bernoulli-variabele X, 
ts heel gemakkelijk: E(X) ml P(X, = 1). De kans dat 
persoon j het eigen lootje trekt is 1/10 , dus E(X) = 1/10. 
Het verband tussen het totale aantal X van personen 
die het eigen lootje 
trekken en de Xis 
eenvoudig: 
ASA azetk 
Ag En nu komt de 
belangrijkste wiskun- 
dige boodschap 
van dit artikel: de 
verwachtingswaarde 
van de som is de som van de verwachtingswaarden, ook 
bij afhankelijke toevalsvariabelen! Er geldt dus 
E(X) = E(X) +…+ E(X) = 10: 1/10 = 1. De naïeve 
berekening uit de inleiding berekende dus een 
verwachtingswaarde in plaats van een kans! 
Er is een vergelijkbare somregel voor vartanties. De 
variantie van een toevalsvartabele Y is het kwadraat van 
de standaardafwijking o(Y ). Als X en Y onafhankelijke 
toevalsvariabelen zijn, dan geldt: 
o(X + Y) = 0 (X) + o?(Y). Voor afhankelijke toevals- 
variabelen geldt deze somregel in het algemeen niet. Dit 
llustreert nogmaals de gebruikersvriendelijkheid van de 
verwachtingswaarde, waarvoor de somregel dus wel bij 
afhankelijkheid geldt! Moraal: soms is het in wiskundige 
berekeningen handiger om mooie eigenschappen te 
gebruiken dan de definitie. Hierboven hebben we dit 
gezien voor de verwachtingswaarde, maar het geldt 
natuurlijk ook voor bijvoorbeeld de afgeleide, die je zelden 
direct berekent uit de definitie met limieten, maar meestal 
met de bekende regels voor afgeleiden. 
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De kansverdeling van Sinterklaas 

Maar hoe groot is nu de kans P(X > 1), waarnaar we in 
de inleiding vroegen? Er zal blijken dat voor voldoende 
grote groepen (en tien is groot genoeg) geldt: 


P(X = 0) = P(X = 1) = €! = 0,37. 


Bij een groep van n personen geldt P(X = Kk) = e__ Deze 
benadering werkt goed als k relatief klein is ten opzichte 
van n. Preciezer: P(X = k) convergeert naar 


ET als n — oo. Merk op dat de limietwaarde niet van de 


groepsgrootte n afhangt! 


Boven verwachting 

Hoewel de benadering alleen werkt voor kleine’ k, kijken 
we toch wat de formule oplevert voor de verwachtings- 
waarde E(X). We zullen een benadering van E(X) vinden 
die onverwacht goed blijkt te zijn … We berekenen dus 


EKP(X = Ih) = Eke kl = eTZ1(k- 1) 


De index k loopt hierin van k= 1 tot en met k= n. 
Voor grote kis 1/(k - 1)! heel klein, dus vereenvoudigen 
we verder door de som van 1/(k - 1)! over alle k > 1 te 
nemen. Dan geldt 


Zil(k- 1 =e, 


zoals onmiddellijk volgt door x= 1 in te vullen in 
de bekende machtreeks 


xl voor Ë 
j=0 Í 
Als benadering voor E(X) vinden we dus 
E(X) zel -e=1. 


We zien hier een heel merkwaardig fenomeen: we hebben 
de benadering P(X = k) = Sr gebruikt - zelfs voor grote 
k - en we hebben bovendien tn onze benadering ook 

k= nt 1; n+2;... meegenomen, hoewel de kans op 
X > n gelijk is aan nul. Blijkbaar heffen al deze benade- 
ringen elkaar precies op, want zoals we weten geldt 

E(X) = 1 exact! 


Berekening van de kansen met de zeefformule 

De berekening van de kansen P(X = Kk) is een stuk 
lastiger dan de berekening van de verwachtingswaarde, 
dus zet je schrap! We beperken ons tot P(X = 0), die we 
berekenen via de complementaire kans P(X > 1). Net als 
bij de verwachtingswaarde bekijken we de gebeurtenis A, 
dat persoon í haar eigen lootje trekt. Gevraagd wordt de 
kans P(X > 1) = P(A, U... UV A). Er zijn 10! verschil- 
lende permutaties van de lootjes. Hiertussen zijn er 9! 
waarin persoon í zichzelf trekt. Dus een eerste benadering 
voor het aantal permutaties in 

Ar ns AS 


A, UV... VAl=lA |+. +AA, l= 10-91 
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We hebben nu een overschatting van het correcte aantal, 
omdat we de permutaties die zowel í als j vasthouden 
dubbel hebben geteld. Er zijn 8! die dat doen (als j # í) 


en er zijn (°) manieren om ten j te kiezen. Een betere 


benadering voor het aantal permutaties in 
Av vApisduslA vv A, l=10-91- (1P).81 


Maar nu hebben we te sterk gecorrigeerd, want er zijn 
ook lootjestrekkingen waarbij minstens drie personen 
zichzelf trekken. 

We vinden zo dat we Ee 71 moeten optellen. 


Vervolgens moeten we 2) . 6! aftrekken vanwege de 
permutaties met minstens vier ongelukken, enzovoorts. 


Zo komen we uit op |A, UV... VAI e= 


10. 9t— (9). 8r + (9) oat + (0) 1 


9 
(2) 0: 
0 
Uitwerken en delen door 10! geeft de gevraagde kans: 
P(X > 1) = 


EEN 8 


1 21 31 9 10! 


De kans dat de sinterklaaslootjestrekkerij goed gaat en 
niemand haar eigen lootje trekt is de complementaire 
kans: P(X = 0) = 0,37. De exacte kans verschilt pas in de 
achtste decimaal van e!… 


= 0,63. 


De hierboven gebruikte formule | AWT ven Al 5 


XIAN -XIAnAl+ XIAN An Al —… wordt wel 


zeefformule’ genoemd of wat parmantiger principe van 
tn- en uitsluiting. Ondanks die deftige naam is het niets 
meer dan de directe uitbreiding van de bekende somregel 


P(A U B) = P(A) + P(B) -— P(A n B). 


Great Expectations 

Misschien kun je nu ook de exacte kansen P(X = k) 
bepalen voor k > 0. Vervolgens kun je dan de verwach- 
tingswaarde E(X) uitrekenen uit de definitie 

E(X) = EKP(X = Kk). Het ziet er nogal ingewikkeld uit! Ik 
heb er weinig zin in, vooral omdat ik al weet dat E(X) = 10 
1/10 = 1, dankzij die fantastische somregel voor verwach- 
tingswaarde en de truc met de Bernoulli-variabelen. 


Over de auteur 

Jeroen Spandaw is gepromoveerd en gehabiliteerd in de 
algebraische meetkunde. Sinds 2007 werkt hij als 
universitair docent en lerarenopleider wiskunde aan 

de TU Delft. E-mailadres: j.g.spandaw@tudelft.nl 
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HET FIZIER GERICHT OP 


DOBBLE 


In Fzier belicht een medewerker van het Freudenthal Instituut een thema 
uit zijn of haar werk en slaat hiermee een brug naar de dagelijkse 
Onderwijspraktijk. In deze aflevering belicht Rogier Bos het spel Dobple. 


Dobble met peuters en pubers 

Afgelopen november was ik in Wuppertal bij de Regionale 
EU-meeting met wiskunde didactici uit België, Frankrijk, 
Duitsland en Nederland. Soms hoor je bij dit soort bijeen- 
komsten de leukste dingen in de wandelgangen en in dit 
geval was dat ook zo. Het ging over een spelletje dat ik 
weleens met mijn kinderen speel: Dobble. 





EN 


Fe 8 


figuur 1 Twee kaarten van het spel Dobble. 








MRS 


Welk plaatje komt op beide kaarten voor? 


Bij dit spel draai je in iedere beurt twee kaarten om van 
een stapel. Op iedere kaart staan acht plaatjes. Voor 
Leder tweetal kaarten is er precies één plaatje dat op 
beide kaarten voorkomt. Zodra je ziet welk plaatje dit 

ts, roep je wat het is (in figuur 1: blad’). Heb je gelijk 
dan krijg je een punt. Niet bepaald de complexiteit van 
schaken, maar toch voldoende plezier voor het hele gezin. 
Collega's van het IREM in Lille hadden het idee om 

de plaatjes van dit spel te vervangen door wiskundige 
plaatjes: getallen, formules, meetkundige figuren en 
dergelijke. Ik heb dit idee opgepakt en varianten gemaakt 
die preciezer aansluiten op de middelbare schoolstof. 





figuur 2 Twee kaarten van wiskundig Dobble. Zie je de 
equivalente uitdrukkingen? 
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Rogier Bos 





Op ieder kaartje staan vier algebraische uitdrukkingen. 
Voor ieder tweetal kaarten is er precies één tweetal 
equivalent. In figuur 2 zijn dit C links en C rechts. Het 
aardige is dat er achter het ontwerp van zon spel mooie 
wiskunde schuil gaat. Laten we de drie eisen opschrijven 
waaraan we willen dat zo'n set kaarten voldoet. Ik schrijf 
daarbij voor het gemak even over plaatjes en niet over 
formules en dergelijke zoals in mijn eigen varianten. 

A. leder tweetal kaartjes heeft precies één plaatje gemeen. 
B. Op ieder kaartje staan evenveel plaatjes. 

C. Elk plaatje komt op even veel kaartjes voor. 

Zonder A valt het spelletje in het water. Eis B zou je 
kunnen laten varen, maar is voor het ontwerp wel prettig. 
Je wilt zeker een minimum aantal plaatjes per kaartje. Als 
dat minimum niet groot genoeg is, wordt het spelletje te 
makkelijk. Zonder eis C zou het spelletje minder eerlijk 
zijn. Als je weet dat een plaatje minder vaak voorkomt dan 
een ander, dan ga je dat plaatje als laatst ‘controleren. 


De wiskunde achter Dobble 

Eisen A, B en C beschrijven een speciaal geval van wat 
wiskundigen een blokontwerp of 2-ontwerp noemen (zie 
https:/|en.wikipedia.org/wiki/Block_design). le kunt de 
kaarten voorstellen als punten en de plaatjes als lijnen. 





kene 

„ 
4 
4 














figuur 3 Een mini Dobble-spel met kaarten als punten en 
plaatjes als lijnen 


De eisen luiden dan: 

A Door ieder tweetal punten gaat precies één lijn. (Bij 
een algemeen blokontwerp mag dit aantal ook groter 
zijn.) 

B Door ieder punt gaan evenveel lijnen, zeg r. 

C Elke lijn gaat door evenveel punten, zeg k. 
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In figuur 3 is r= 3 en k= 2. Als er n punten en m lijnen 
zijn, dan kun je het aantal punten op twee manieren 


berekenen: p= (bewijs zelf) en n= r(k-1) +1. 


(Bedenk: vanuit een punt zijn er r lijnen, die samen ieder 
ander punt precies één keer treffen). Je ziet: niet voor 
alle waarden van m, ken ris er een blokontwerp. Voor 
algemene blokontwerpen is dit een onafgerond onderwerp 
van studie voor wiskundigen. 


Een belangrijke eigenschap van blokontwerpen is de 
Fischer-ongelijkheid: m > n; het aantal lijnen is niet 
minder dan het aantal punten. In figuur 3 zie je een 
voorbeeld met zes plaatjes en vier kaarten. Voor een 
gegeven aantal plaatjes (m) is het aantal kaartjes 
maximaal als n = m. Als we dit als eis toevoegen aan A, 
B en C, dan krijg je een prachtige wiskundige structuur: 
een eindige projectieve meetkunde. Deze structuur voldoet 
aan de aanvullende eigenschap: 

D leder tweetal lijnen snijdt in precies één punt. 


Uit m = nen de eerste vergelijking volgt dat k= r. Je 
ziet dan dat de eisen A tot en met D de dualiteit tussen 
punten en lijnen vertonen die je misschien kent van de 
projectieve meetkunde. Het aantal punten is nu uit te 
drukken in alleen k: n = k(k— 1) + 1. Je kunt figuur 3 
voltooien tot een eindig projectief vlak, zie figuur 4, 
door punten (kaarten) op oneindig toe te voegen voor 
evenwijdige lijnen (plaatjes) en tot slot één nieuwe lijn 
op oneindig (de auto). Je krijgt dan het wellicht bekende 
Fano-vlak. 

















figuur 4 Het Fano-vlak geeft een Dobble-spel; k = 3 en 
md 


Bij het originele spel Dobble staan er acht plaatjes op 
een kaartje: r = 8. Het blijkt gebaseerd op een eindige 
projectieve meetkunde, dus k= 8 en n= 5/. Vreemd 
genoeg heeft het spel maar 55 kaartjes; de makers hebben 
om obscure redenen twee kaarten weggelaten! 


Ontwerp wiskundig Dobble 

Het spel met de algebraïsche uitdrukkingen hierboven 
heeft vier uitdrukkingen per kaartje. Het is gebaseerd 

op het eindige projectieve vlak met k= 4. Er zijn dus, 
met bovenstaande formule, dertien kaartjes en dertien 
algebraïsche uitdrukkingen. Voor teder kaartje heb je een 
andere equivalente versie van zon uitdrukking nodig, zie 
tabel 1. 





1 _|7a+7b da + 2-3b + Ba + b Stat 25) 40 4 D a+ 2b + 6a + 5) /(a + b) 

2 | /a+8b Aa + 2-4b + 3a AE ee Ode @ de Di HE Oe DI de Sûr oe 3a + 4(a + 2b) 
3 | 7a+ Ob Ja + 4-2b + 4a + b Ala + 25) 30 + D 6b + 7a + 3b Ja + B) + 2b 
4 | 7a+10b DAD + 32at2ba jj Sla 2) + Za Sûr de NE oe Lrót de ob 2(a + 5b) + Ba 
5 | 8a+7/b Ja + 2:30 4 30 FD Aat Dj + 0 jünd Ad oe Sd de Sd 3(2a + 2b) + a 
6 | 8a+8b 3-2a + 4-2b + 2a 8(a + b) DE Se Dire Zire a 4{2a + 2D) 

/ | 8a + 10b 2a + 2-5b + 6a 8la + b) + 2b Sûr de (ond oe Aid Aid AlCiür 31 

8 | Oa +8b 6a + 4-2b + 3a A(2a + 2b) + a don BD ae B de Aid 3(3a + 2b) + 2b 
0 {Oa + Ob A2at24b4+atb | 3la + 3b) + ba Zl ed er get O(a + b) 

10 | Sa + 10b 3-3a + 5:2b Ola + B) + b ba + 10b + 3a 3(3a + 2b) + 4b 
11 | 10a + 7b 3a + 2-2b + 7a+3b | bl2a + b) + 2b Bra De A 2(5a + 3b) + b 
12 | 10a + 8b 2-4a + 42b + 2a 2450 + 4D) doe AD oe Sûre (6 A(2a + 2b) + 2a 
13 | 10a+10b | 4-2a + 5-2b + 2a 10(a + b) Da + 106 + 5a Ale 30 


tabel 1 Dertien viertallen van equivalente versies van dezelfde uitdrukking 
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Vervolgens plaats je die uitdrukkingen 1 t/m 13 op de 
kaartjes A t/m M volgens de combinatoriek van het 
projectieve vlak zoals weergegeven in figuur 5. 





figuur 5 Een projectief vlak met dertien punten 


In tabel 2 zie je nogmaals weergegeven wat op welk 
kaartje moet komen. 





foei ESSE Zen Menn Ken KOP ILO Kn en ZS OS 
onmens en Oee ZeON Elen 
Women omm 2e ASS ene Oerelee 5 
Vonmsa den eS nee ese ORL SZ 


tabel 2 Dertien kolommen voor dertien kaarten met per kaart 
vier uitdrukkingen 


De kaarten in figuur 2 zijn bijvoorbeeld kaart A en B. 
Tabel 2 kun je natuurlijk gebruiken voor teder didactisch 
doel. Je past dan tabel 1 naar believen aan. 


In elke rij komen vier equivalente gedaanten van een 
verschijnsel, zoals bijvoorbeeld in tabel 3. 


Nog enkele opmerkingen voor als je een eigen spel wilt 
maken. Ten eerste: zorg dat de uitdrukkingen, zoals in 
tabel 1, dicht bij elkaar liggen. In mijn eerste versie kon je 
door alleen de termen in a te berekenen al bepalen of de 
uitdrukkingen hetzelfde konden zijn. Ten tweede: in tabel 
3 zijn de vier verschillende vormen goed te onderscheiden, 
zeker de grafieken. Spelers hebben gauw genoeg door dat 
elke vorm van een verband maar eenmaal voorkomt. Items 
van dezelfde vorm hoef je dus niet te vergelijken. Om dit 
effect te minimaliseren is tabel 2 zo gemaakt dat op een 
kaartje elke vorm precies eenmaal voorkomt. 

Op mijn website https:/[sites.google.com/view/wisbosl 
homepage kun je verschillende versies van het spel 
downloaden. Ook zijn er tabellen beschikbaar van eindige 
projectieve meetkundes en andere blokontwerpen zoals in 
tabel 2 voor als je je eigen Dobble-versie wilt maken. 

Er zijn talloze mogelijkheden! 


Over de auteur 

Rogier Bos is sinds september 2016 universitair 

docent wiskundedidactiek aan het Freudenthal 

Instituut. Als onderdeel daarvan geeft hij les binnen het 
U-talentprogramma. Hiervoor werkte hij zeven en een half 
jaar op het Christelijk Gymnasium Utrecht. 

E-mailadres: r.d.bos@uu.nl 


Bronnen 


http:|limages.math.enrs.fr/Dobble-et-la-geometrie-finie. 





2 y= X-—4x- 21 y= (x-2}?-—25 


tabel 3 Een voorbeeld van Dobble voor andere wiskunde 
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y= (x-/)(x+ 3) 
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VASTGEROEST 


VERWARRING ROND EXPONENTIËLE GROEI 


Columnist Ab van der Roest verbleef een jaar In Ghina. Inmiddels Is Ab al weer een 
tijd terug In Nederland, maar zijn mooie observaties van wiskunde als menselijke 
activiteit. Ijlen nog een tijdje na Ab raakte gefascineerd door een opgave in een 


Ab van der Roest 





Amerikaans lesboek. En nog meer door de mogelijke uitkomsten … 


De Amerikaanse lesboeken zorgen af en toe voor verwar- 
ring bij mij. Deze week zijn exponentiële en logaritmische 
functies aan de beurt. De notatie van de logaritme is iets 
anders, de basis staat niet als supscript voor log, maar 
als een subscript achter log: log, (x) in plaats van Dlog(x), 
maar dat is de verwarring niet. 

Een multiplechoiceopgave die ik bespreek gaat over 
exponentiële groei en luidt als volgt: 


In het jaar 2000 bestond de vogelpopulatie in een 
bepaald gebied uit 10.000 vogels. Het aantal vogels 
neemt exponentieel toe met een groeifactor van 9% 
per jaar. Voorspel de grootte van de populatie in 
2005. 


Een eenvoudige opgave, denk je dan: bereken 

10.000 x 1,09° = 15.386. Maar dat antwoord staat er niet 
bij. Er is wel de keuzemogelijkheid 15.683 en dan denk ik 
aan een drukfout. 


Nadere bestudering van 
de theorie geeft deze 
mogelijke uitwerking: 
10.000 - e?®* > en dat 
antwoord zat wel bij de 
keuzemogelijkheden. 
Wie maakt de denkfout? De schrijver van het boek of ik … 
In een gesprekje met collega Kellie bleek dat zij vond dat 
lk de fout maakte. Omdat een discreet gegeven continu 
gemaakt wordt, moet je werken met groeifactor eê®°. Ik 
begreep haar opmerking niet meteen, want de functies 
y=10.000 - 109!en y=10.000 - eP °° zijn toch beide 
continu, maar ze bedoelde dat, wanneer je een jaarlijks 
toenamepercentage hebt en je wilt tussentijds een waarde 
berekenen, je met de tweede functie moet werken. Het 
heeft te maken met samengestelde interest. 

Ik was niet tevreden met haar antwoord, en een dag later, 
onder het hardlopen, speelde haar opmerking door mijn 
hoofd. Vreemd, een jaarlijkse toename van 9%, continu 
maken en dan opeens in vijf jaar tijd 297 extra vogels. En, 
hoe komt de schrijver van het boek trouwens bij e®#9? 

Al lopend kon ik dat wel bedenken. De eerste orde 
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benadering van e* rond x= 0 is e“ =1 +xen dat past 
natuurlijk prima bij een toename met p% is vermenigvul- 
digen met 1 + _L_'. Maar zo'n eerste orde benadering is 
maar goed op een klein interval zoals te zien is in figuur 1. 














RARE JONGENS DIE AMERIKANEN. 


0,5 0 05 1 ik 





figuur 1 
Een aantal schatten voor een tijdseenheid kleiner dan één 


en 
ls goed te doen met de functie e!00 als p niet te groot is. 


Als t > 1, of als p groot is, dan wordt het oppassen. 


Ik sprak hierover met Walt. Hij is Amerikaan en vertelde 
me dat dit gewoon is in Amerika. Samengestelde interest 
wordt altijd berekend met de formule 

p 
A= Bx e100 
waarbij B het begin- 
bedrag is, p het jaarlijks 
rentepercentage en A 
het bedrag dat je krijgt. 
In Nederland krijgen we, als we 1000 euro op de bank 
zetten, en het rentepercentage is 2%, na een jaar 1020 
euro. Maar in Amerika geven ze je 1020,20 euro. Het 
verschil is niet zo groot dat je daarvoor verhuist naar 
Amerika. 
Ik vind het een mooie toepassing van raaklijn bij exponen- 
tiële groei. Het begrip Taylorreeks kun je hierbij noemen, 
maar is niet echt nodig om te behandelen. 
Het is me helder geworden. Mijn verwarring is weg, maar 
je denkt dan wel, net als Obelix soms over een andere 
groep mensen zegt: ‘Rare jongens die Amerikanen’. 


Over de auteur 
Ab van der Roest is docent wiskunde aan het Ichthus 
College te Veenendaal. E-mailadres: rst@ichthuscollege.nl 
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WERELDWISKUNDE FONDS 
IN GAMBIA 


Wij kunnen het ons nauwelijks voorstellen: lesgeven zonder boek, niet omdat we 
daarvoor kiezen, maar omdat er geen boeken zijn. het Wereidwiskunde Fonds 
hielp mee om boeken aan te schaffen voor een school in Gambia. Een bericht 


van Barbara Somers. 


Arabische en Engelse scholen 

De Ousman Bun Affan Basic Cycle and Senior Secondary 
School is een Arabische school met rond de 700 
leerlingen in het dorp Tanjeh in Gambia. De school 
verzorgt onderwijs sinds 1981 en is daarmee de oudste 
school in het dorp. In het overwegend islamitische Gambia 
ts het onderwijs verdeeld in twee systemen: de Arabische 
en Engelse scholen. Beide schoolsystemen worden gecon- 
troleerd door de Gambiaanse overheid. Het onderwijs op 
de overheidsscholen is gratis, maar dat geldt niet voor 

de Arabische scholen, die zichzelf moeten bedruipen. De 
enige bron van inkom- 
sten is het schoolgeld 
dat de ouders (en 
soms de studenten 
zelf) moeten betalen. 
Daarvan worden de 
salarissen voor de 
leerkrachten betaald. 
Net als vrijwel alle scholen in Gambia kampt de school 
met grote onderhoudsachterstanden, weinig en gebrekkig 
meubilair en geen schoolmaterialen. De school was 

dan ook bijzonder verheugd dat haar aanvraag bij het 
Wereld Wiskunde Fonds voor schoolmatertalen voor de 
lessen Mathematics is gehonoreerd. Ze hebben lesboeken 
kunnen kopen, ruitjesschriften, linialen, rekenmachines, 
kompassen, educatieve posters en passers. 





figuur 1 De directeur en enkele docenten 


40 


WE DOEN MET TWEE STUDENTEN SAMEN 
ET EEN LESBOEK. WE REGELEN ZELF HOE 
WE DIL VERDELEN. 


Barbara Somers 


Sreidwief 





Improvisatie 

Het gebrek aan onderwijsmateriaal doet een appel op het 
Lmprovisatievermogen van de leraren. De school- 
directeur Abdoul Karim Darboe en leraren Ousman 
Ceesay en Kebba Gano vertellen: Wat belangrijk is, is 
dat we alle onderwerpen behandelen die in de syllabus 
van het betreffende leerjaar zijn beschreven. Die syllabus 
is de richtlijn. Maar hoe we de gestelde doelen bereiken, 
ls iets wat we zelf moeten bedenken. Omdat er geen 
leerboeken op school zijn, moeten we zelf zoeken wat we 
voor de lessen nodig hebben en hoe we dat begrijpelijk 
voor de studenten 
kunnen maken. We 
nemen ook vaak 
allerlei dingen van 
de straat en uit de 
natuur mee om mee 
te werken: steentjes, 
bladeren, flessen- 
doppen, stokjes. Zelfs een sinaasappel kan dienen als 
lesmateriaal om in de lagere klassen uit te leggen wat 
een helft en een kwart is. 


Meer oefenen 

Niet alleen zij, maar ook de studenten die ik sprak, zijn 
heel blij met de wiskundematerialen die via de subsidie 
van het WWF zijn aangeschaft. Muhammed en Ísatou 
vertellen hoe ze in de klas omgaan met alle nieuwe 
materialen: vorig jaar hadden we helemaal niks, maar nu 
hebben we een calculator en setbox (waarin o.a. passer en 
geodriehoek) te leen en goede ruitjesschriften. Die calcu- 
lator en setbox moeten we aan het eind van het schooljaar 
bij de directeur inleveren, zodat die niet zoekraakt en 
volgend jaar weer gebruikt kan worden. We hebben er 
zelfs voor moeten tekenen! Maar het meest belangrijk is 
dat we een lesboek hebben. Ook al heeft niet elke student 
een eigen boek, toch zijn we er ontzettend blij mee, omdat 
je veel meer kunt oefenen. 
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Ook de uitleg van de leraar kunnen we nu beter Ambitieus 


begrijpen, omdat we het zelf na kunnen lezen. We doen De studenten die ik sprak zijn heel erg ambitieus. Na de 
met twee studenten samen met een lesboek. We regelen middelbare school verder kunnen studeren is hun grote 
zelf hoe we dit verdelen. Het kan zijn dat we elke dag wens. De universiteit en een opleiding tot verpleeg- 
wisselen of elke week. kundige lonkt. Als ik hen vraag welke wensen ze hebben 


om nog beter te kunnen leren, vertellen ze dat ze heel erg 
graag een eigen lesboek willen hebben en meer leraren 
die Mathematics lessen kunnen geven. Daarnaast zouden 
ze graag zien dat iemand voor de jaarlijkse lesgelden 

kan zorgen. Voor veel studenten is dat heel moeilijk op 

te brengen. Ze moeten wel eens een trimester of een jaar 
overslaan, omdat er thuis geen geld is om de lesgelden te 
betalen. 


Zowel de schooldirecteur, de leraren en de studenten 
bedanken het Wereld Wiskunde Fonds van harte voor 
de lesmaterialen die ze nu hebben kunnen aanschaffen. 
ni Allemaal zeiden ze: We pray for you for good health and 
figuur 2 Studenten Muhammed en Isatou a long life. We can't pay you back, but God can do that! 





Moeilijk vak 

De meeste studenten in Gambia vinden Mathematics 
moeilijk. Alles wat met rekenen, wiskunde, algebra 

en meetkunde te maken heeft, valt onder de noemer 
Mathematics. De leraren hebben soms het idee dat de 
studenten het elkaar aanpraten dat het zo moeilijk is. Ik 
vraag hen waarom zij Mathematics belangrijk vinden. De 
leraren vertellen me dat het vooral belangrijk is in het 
dagelijks leven. De studenten leggen de nadruk op het 
halen van een goed cijfer voor Maths zodat ze na hun 
middelbare school verder kunnen studeren. 

Voor vrijwel alle vervolgopleidingen wordt een voldoende 
resultaat voor Mathematics gevraagd, anders word je niet 
toegelaten. Anders dan in Nederland, is Mathematics 

tn Gambia in alle klassen een verplicht vak. Dus ook al 
is het niet je sterkste vak, je kunt het niet laten vallen. 
Goede materialen zijn heel behulpzaam om ook degenen 
die het lastig vinden, toch de belangrijkste inzichten bij te 
brengen. 


Het behandelen van een Maths onderwerp in de klas 
gaat als volgt: de leraar schrijft het onderwerp op het 
schoolbord en geeft een voorbeelduitwerking. Daarna 
roept hij een student voor de klas die ook een som moet Over de auteur 


gaan uitrekenen, waarbij hij of zij geholpen wordt door Barbara Somers is al haar hele leven geïnteresseerd 

de klasgenoten. Daarna, wanneer de studenten in de in andere culturen en heeft veel gereisd. Zij combineert 
ogen van de leraren snappen waarover het gaat, geeft de haar zzp-werk als personeels- en organisatieadviseur in 
leraar individuele of groepsopdrachten. Het verzorgen van Nederland met een deeltijdleven in Afrika. In Gambia 

de lessen wordt volgens mr. Kebba Gano voor hem veel realiseert zij met de Kairoh Garden Foundation allerlei 
makkelijker omdat ze een lesboek hebben. projecten voor scholen en andere maatschappelijke 

Nu kunnen ze wel zonder me’, grapt hij. voorzieningen. 
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WISKUNDE DIGITAAL 


HENK REULING REVISITED 


Lonneke Boels 


In jaargang 69 schreef Ik al eens over de site van denk Reuling. Zijn site 
gebruik IK regelmatig In mijn lessen. Sinds de vorige keer dat Ik erover 
schreef, heeft hij een aantal nieuwe apps en spellen toegevoegd. 

Deze zijn weer zo ieuk of nuttig dat Ik er hieronder enkele bespreek. 


Loek de top van de parabool 

Eén van de nieuwe applets is Mini-loco: parabolen en 
de top, zie figuur 1. In deze applet voor de onderbouw 
zoeken leerlingen de top van elke parabool. Dat kan op 
verschillende manieren, zoals via de formule 


Xp — Tb/(2a) 
of via kwadraatafsplitsen. Beide methoden hebben voor- 
en nadelen. Een mogelijke werkvorm in de klas is om 
tedereen dit eerst zelf te laten doen (op papier) en daarna 
enkele leerlingen vragen om de antwoorden te geven. 
Voor de antwoorden komen er dan steeds minstens twee 
verschillende varianten op het bord en dan zorg ik dat 

in elk geval deze worden besproken: verschuiving naar 
links, verschuiving naar rechts, verschuiving omhoog en 











figuur 1 Mini-loco: parabolen en de top 
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verschuiving omlaag. Bovendien besteed ik aandacht aan 
het verschil tussen de formule die hoort bij de dalparabool 
en de formule die hoort bij de bergparabool. Met name bij 
het kwadraatafsplitsen gaat bij de formule horend bij de 
bergparabool nog wel eens iets mis. 


Deze applet is bovendien een goede manier om het 
onderwerp transformaties te introduceren (afhankelijk 
van de methode is dit in klas 3 of klas 4 havo of vwo) of 
om te herhalen. Soms zet ik ook een leerling achter de 
docentencomputer om zo echt de regie aan de leerlingen 
over te dragen. In 5 of 6 vwo wiskunde A en C werkt dit 
goed omdat de discussies dan echt over de inhoud gaan. 
Voor wiskunde B en D is dit te makkelijk. Ook Leuk om 
te doen: het vergelijken van de formules voor de dal- en 
bergparabool die dezelfde top hebben. Wat valt op? 


Reken bij 
elke 
formule 
de top uit 


op 
kladpapier 
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Winnen en verliezen 

Een andere leuke app is de IOWA gambling task. Dit is 
een taak die psychologen hebben bedacht om het nemen 
van besluiten in het dagelijks leven na te bootsen, zie 
figuur 2. De test is ontwikkeld door onderzoekers van de 
Universiteit van IOWA. Je hebt vier kaarten in een stapel. 
De kaarten geven winst of verlies (vooraf weet je niet wat 
er zal gebeuren) en je start met 2000 euro. Doel is om 
zoveel mogelijk geld te verdienen. Sommige kaarten geven 
veel winst, andere minder. Maar sommige stapels geven 
ook af en toe een fors verlies; in tegenstelling tot 
veiligere stapels. Gezonde proefpersonen hebben na 

40 tot 50 pogingen door dat ze de stapels met forse 
verliezen beter kunnen vermijden, ondanks de mogelijk 
hogere winsten op korte termijn. Proefpersonen met een 
hersenbeschadiging of met slechte impulsbeheersing gaan 
voor de korte termijnwinst en blijven dit vaak doen zelfs 
al gaan ze verlies leiden. Het is een leuke manier om 
echt onderzoek naar het klaslokaal te brengen en om te 
discussiëren over de voor- en nadelen van zon onderzoek. 
Bovendien kunnen we speculeren over de kansrekening 
achter de kaarten. Hoeveel kaarten moet je testen om te 
weten welk patroon er achter de test zit? Zit er eigenlijk 
wel een patroon achter? Deze app is geschikt voor boven- 
bouw havo en vwo wiskunde A, C en D. Natuurlijk ook 
leuk voor wiskunde B maar in de andere vakken sluit het 
direct aan (tenzij jouw methode kansrekening als keuzeo- 
nderwerp heeft bij wiskunde B). De app is onderdeel van 
een PUC-module (Pre University Course). 





” IOWA Gambling Task (versie voor PUC 


Je ziet hieronder 4 “stapeltjes” van 60 kaarten. Je mag steeds een kaart van een willekeurige 
stapel kiezen door erop te klikken. 

Na iedere keuze krijg je een som geld… Maar: je kunt ook pech hebben dat je tevens moet 
betalen; soms meer dan het bedrag dat je krijgt. 

Het doel van dit spelletje is natuurlijk om zoveel mogelijk geld te verdienen door middel van je 
keuzes. Je krijgt om te beginnen een bedrag van 2000 euro als lening. 

De stapeltjes zijn onafhankelijk. het resultaat van een keuze wordt nooit beïnvloed door een 
eerdere keuze bij een ander stapeltje. 

Als het duidelijk is, geef dan je gegevens hieronder in en druk op Start om te beginnen. 














gegevens testpersoon 























figuur 2 IOWA gambling task 
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Pluspunten 

— De apps zijn gratis en sluiten zeer goed aan bij 
het onderwijs. 

— De site is zeer gebruikersvriendelijk. 

— Apps kunnen zowel worden gebruikt om een onder- 
werp te introduceren als om te verdiepen of te 
herhalen. Dat maakt ze in meerdere jaren bruikbaar. 

— Het is eens een andere manier om de stof te 
bespreken. 

— Het brengt onderzoek dichterbij de leerlingen. 

— Het geeft ideeën voor onderzoek in een profielwerk- 
stuk. 

— Het betreft echte wiskunde en echte spellen. 
Leerlingen worden door deze opgaven aan het denken 
gezet doordat niet alleen voor de hand liggende 
vragen worden gesteld. 

— De oefensite is goed te gebruiken als opwarmer of 
start van een les. 

— De vragen sluiten goed aan bij één bepaald onder- 
werp uit de wiskunde. 

— Ondanks dat de oefeningen geschreven zijn voor 
havo- en vwo-leerlingen zijn sommige spellen op de 
site, zoals (maten) ook geschikt voor vmbo-tl. 

— In jaargang 89 schreef ik dat het niet optimaal werkte 
op de i-pad. Bij de spellen die ik recent heb getest, is 
de werking nu wel prettig. 


Minpunten 

— Bij de IOWA-test kan blijken dat een leerling zijn 
of haar impulsen niet kan beheersen. Vooraf moet je 
bedenken hoe je daarop gaat reageren. 

— Er zit maar één set opgaven achter de oefeningen. 
Die worden wel door elkaar gegooid maar na twee of 
drie keer oefenen zijn leerlingen er klaar mee. 

— De GeoGebra applets (hier niet beschreven) kun je 
niet vergroten op het digitale bord. 


Geschikt voor: middelbare school vanaf 2° klas vmbo-kgt 
(sommige spellen), alle leerjaren havo en vwo. 


Eindoordeel: ‘aanschaffen’ 

Kosten: gratis 

Getest op; laptop met Google Chrome Versie 
61.0.3163.100 (64-bit) 

Maker: Henk Reuling 


Te vinden via: _http:/fwww.henkreuting.nl 


43 





PULLEL 85-C 


HOOGTEPUNTEN UIT DE 
(ANALYTISCHE) MEETKUNDE 


We vatten de titel letterlijk op en hebben een paar 
meetkundeopgaven die onder andere over hoogtepunten 
van driehoeken gaan. Maar tegelijkertijd zijn over hoogte- 
punten van driehoeken veel mooie hoogstandjes bekend. 
Wellicht ben je bekend met een aantal eigenschappen die 
in deze puzzel aan bod komen, maar we hebben gepro- 
beerd vragen te stellen die minder bekend zijn. Met het 
oog op de herinvoering van het vak analytische meetkunde 
(algebraïsche analyse) in het schoolprogramma hebben we 
gekozen voor opgaven die (ook) analytisch kunnen worden 
opgelost. De analytische meetkunde kent vooral praktische 
toepassingen, maar voor bewijzen in de vlakke meetkunde 
wordt de algebra in veel gevallen erg ingewikkeld, zodat 
geschikte voorbeelden beperkt zijn. Sommige van de hier 
gegeven opgaven zijn echter prima analytisch op te lossen. 
Enkele vragen gaan over een volledige vierzijde, afgekort 
VV: Een VV is de figuur gevormd door vier lijnen (geen 
twee evenwijdig en geen drie door een punt) en hun zes 
snijpunten. Elke combinatie van drie van die lijnen sluit 
een driehoek in, dat zijn er dus vier. De drie lijnstukken 
tussen twee snijpunten die niet op een zelfde lijn liggen 
noemen we de diagonalen van de vierzijde (rood). 

Zie fiquur 1. 


C 


A D B 
figuur 1 


We noemen een aantal meer of minder bekende mooie 
stellingen die uiteraard allemaal zijn bewezen. Ze zijn 
allemaal te bewijzen met standaardstellingen uit de 

vlakke meetkunde (synthetisch) maar niet allemaal even 

eenvoudig. Met name een mooi bewijs van stelling 5 is te 

vinden in een artikel van Dick Klingens.! 

1. De drie hoogtelijnen van een driehoek zijn collineair 
(gaan door één punt). Deze stelling is overigens ook heel 
eenvoudig analytisch te bewijzen. 

2. De spiegelbeelden van het hoogtepunt H van een 
driehoek in de drie zijden liggen op de omgeschreven 
cirkel van die driehoek. 

3. De producten van de stukken waarin de hoogtelijnen van 
een driehoek elkaar verdelen zijn gelijk, ofwel: als AA’ en 
BB’ hoogtelijnen zijn van driehoek ABC, met 
A'op BC en B'op AC, (of op de verlengden) dan geldt 
AH - HA = BH - HB“, ook als het hoogtepunt H buiten 
de driehoek ligt. 
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Lieke de Rooij 
Wobien Doyer 





4. De macht”! van het hoogtepunt H van een driehoek 


B van de 


ten opzichte van een cirkel met een ceviaan 
driehoek als middellijn is gelijk aan het in stelling 3 


bedoelde product. 


Gevolg 1: De macht van H ten opzichte van een cirkel die 
een ceviaan van de driehoek als middellijn heeft is dus voor 
al zulke cirkels gelijk. 

Gevolg 2: En dus gaat de machtlijn“! van twee zulke cirkels 
door H. Zie figuur 2. 





figuur 2 


Driehoek ABC met hoogtepunt H (zwart), 3 cevianen, elk 
met de cirkel waarvan ze een middellijn zijn (paars, licht- 
blauw en groen) en de 3 machtlijnen van steeds 2 cirkels 
(rood). 


5. De vier hoogtepunten van de vier driehoeken van een 
VV zijn collineair. 

ba. De middens van de drie diagonalen van een VV zijn 
collineair. 

Gb. De lijn van 6a staat loodrecht op de lijn door de 
hoogtepunten van stelling 5. 

bc. De drie cirkels met de drie diagonalen van een VV als 
middellijn hebben een gemeenschappelijke machtlijn. 
Deze valt samen met de lijn door de hoogtepunten van 
stelling 5. 


Opgave 1 - Hoewel stelling 3 eenvoudig is te bewijzen met 
gelijkvormige driehoeken is het ook een direct gevolg van 
stelling 2. Leg dit uit. Je kunt daarbij stelling 2 gebruiken 
zonder bewijs. 

Opgave 2 - Gegeven een cirkel c met middelpunt 

M en een middellijn AB. Verder een punt P buiten c. 

Ook tekenen we de twee raaklijnen aan c door P. De 
raakpunten noemen we Q en R. Bewijs nu: Het hoogtepunt 
H van driehoek PAB ligt op de lijn door Q en R, ofwel H, 
O en R zijn collineair. Eén bewijs is voldoende, maar het is 
natuurlijk wel aardig om het op twee manieren te proberen. 
Tip: Analytisch: de lijn door Q en Ris de poollijn®” van P 
ten opzichte van c. Of synthetisch: met hulp van boven- 
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genoemde stelling 4 is een kort synthetisch bewijs 
mogelijk. Die gebruikte stellingen hoef je niet te bewijzen. 
Opgave 3 gaat over stellingen 5 en 6 van een VV. We 
vragen je uiteraard niet de bewijzen zoals te vinden op 
internet of in het artikel van Klingens!! te reproduceren, 
maar gebruiken een speciaal geval waarin de bedoelde 
bewijzen eenvoudiger kunnen en bovendien een leuk gevolg 
hebben in opgave 3c. We vragen specifiek naar analytische 
bewijzen. 





figuur 3 


Opgave 3 - Gegeven een VV zoals in figuur 3 met een 
rechte hoek A. 

a) Stelling 6a: Bewijs analytisch dat de middens van 

AF, DE en BC collineair zijn. 

b) Stelling 5: Bekijk de vier hoogtepunten van driehoeken 
ABE, ADC DBF en CEF en bewijs analytisch dat de vier 
hoogtepunten collineair zijn. Het zal duidelijk zijn dat die 


lijn door de hoogtepunten in dit speciale geval door A gaat. 


c) De richtingscoëfficiënt van de bedoelde lijn door de 
hoogtepunten is op een eenvoudige manier uit te drukken 
in enkele lijnstukjes die in de figuur voorkomen. Bepaal die 
uitdrukking en toon aan hoe je dat hebt bepaald. 

d) Stelling 6b: Toon aan dat de lijn van opgave 3a 
(middens van diagonalen) en die van 3b (lijn door hoogte- 
punten) loodrecht op elkaar staan. 

Extra - We willen natuurlijk een algemeen bewijs, zonder 
dat er een rechte hoek bij zit. Het bedoelde bewijs bij 
opgave 3a is overigens vrij eenvoudig om te zetten voor het 
algemene geval. Maar eerst even heel kort door de bocht 
het mooie bewijs dat Dick Klingens beschrijft. Dat begint 
met het aantonen dat er precies één parabool is die de vier 
zijden van de VV raakt. Vervolgens blijkt de richtlijn van 
die parabool ook de lijn te zijn waar de vier hoogtepunten 
op liggen. Die richtlijn is de Steiner lijn van elk van de 
vier driehoeken van de VV. Het is zeer de moeite waard dit 
artikel te lezen. De stellingen 5, 6a en 6b kunnen echter 
ook synthetisch worden bewezen met hulp van stellingen 3 
en 4, dus zonder de eigenschappen van die parabool. Kun 
je uitleggen hoe? Geef die bewijzen en als je zin hebt ook 
die van stellingen 3 en 4. 


Inzenden oplossingen 

Gehele of gedeeltelijke oplossingen kun je weer mailen 
naar liekewobien@hotmail.nl of sturen naar Lieke de 
Rooij, Oudeweg 27, 2811 NN Reeuwijk. Er zijn weer 
20 punten te verdienen voor de ladderwedstrijd en extra 
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punten als wij je idee voor een nieuwe puzzel gebruiken. 
De aanvoerder van de ladder ontvangt een boekenbon ter 
waarde van 20 euro. En je hoeft helemaal niet alle vragen 
te beantwoorden om in te zenden en zo uiteindelijk toch 
boven aan de ladder te komen! Inzendingen moeten uiter- 
lijk op 8 januari 2018 binnen zijn. 


AA 
MY vakbladeuclides.nl/933puzzel 


Top 10 LADDERSTAND 





H. Bakker 185 J. Guichelaar 169 
J. Guichelaar 154 J. Remijn 150 
J. Remijn 140 H. Linders 126 
H. Linders 110 K. Vugs IE 
K. Vugs 102 F. Göbel 87 
F. Göbel 79 M. Woldinga 65 
K. van der Straaten /8 K. van der Straaten /8 
M. Woldinga 75 M. Rijnierse 76 
M. Rijnierse zi F. van Hoeve 69 
L. Cizkova 61 R. Stolwijk 65 


We feliciteren Harm Bakker en Jan Guichelaar van harte 
met de ladderprijs. 


Noten 

1) Klingens, D. (2006). Enkele mooie bewijzen in de 
meetkunde. Euclides, 81(4),196-200. 

(2) De macht van een punt P ten opzichte van een cirkel c 
met straal Ren middelpunt M is gedefinieerd als 
R? — PMÉ. Je kunt dan eenvoudig aantonen dat 
het neerkomt op het product PA - PB, met Aen B 
de snijpunten met c van elke lijn door P die c snijdt. 
(positief als P buiten cen negatief als P binnen c). 

[3) Een ceviaan van een driehoek is het verbindingslijnstuk 
tussen een hoekpunt en een willekeurig punt op de 
overstaande zijde (of het verlengde daarvan). Ook de 
zijden van de driehoek zijn dus cevianen. 

(4) De machtlijn van twee cirkels is de meetkundige plaats 
van alle punten waarvan de macht ten opzichte van 
beide cirkels gelijk is. Dat is een rechte lijn loodrecht 
op de lijn door de twee middelpunten van de cirkels. Bij 
snijdende cirkels is dat de lijn door de twee snijpunten 
van die cirkels. 

(5) De poollijn van een punt P ten opzichte van een cirkel 
cis, als P buiten c ligt, de lijn door de raakpunten 
van de raaklijnen uit P aan c. De formule van die 
poollijn van P(p‚q) ten opzichte van de cirkel met 
vergelijking (x—a)? +(y—b)* =R? verkrijg je met 
het eerlijk delen principe: Vervang een van de x-en 
een van de y-variabelen door p en g. Resultaat: 
(x=-a)(p—a)+(y-b)(q—b)=R? In het geval dat P op 
de cirkel ligt is dat de raaklijn in P. 
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CASIO. 


Een mooi nieuw design 
met de vertrouwde functionalitert! 


De Casio fx-CG50 is de vervanger van 
de fx-CG20. Hij heeft de vertrouwde 
functionaliteit plus een aantal handige 
toevoegingen. Onderscheidend zijn de 
carbon look, heldere stevige toetsen en 
verdiept beeldscherm met minder kans 
op beschadiging. Dit voor dezelfde 
prijs als de fx-CG20! 
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OPTN | VARS MENU 


x A | exsrj) 





Bestel direct uw docentenexemplaar voor maar € 39,50* 
Stuur een e-mail naar educatie@casio.nl. Vermeld in de e-mail uw naam, de naam 
en het adres van uw school, het schooltype en uw mobiele telefoonnummer. 


Bekijk de video's op: www.youtube.com/c/CASIOCOLLEGE 


* Inclusief btw en verzending 


Ontdek de nieuwe vmbo editie! 


— Adaptief oefenmateriaal 
G E T Ä L — Differentiatie in niveau 
— Boek en digitaal 100% uitwisselbaar 
— Speciale (gratis) rekenkaternen bij 
RU [ M T FE de werkboeken 


Vraag uw beoordelingsmateriaal aan 
op getalenruimte.noordhoff.nl 
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